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PREMIÈRE  THÈSE. 


RECHERCHES 

SUR    LES 

POINTS  SINGULIERS  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES. 


INTRODUCTlOlN. 

Létiifle  fies  intéorales  d'une  équation  dillérentielle 

(i)  X  (.r,,v)  dy  +  Y  ^.r,  j)  ,l.v  =  o, 

dans  le  voisinage  de  valeurs  .)„,  j"o  (ffue  l'on  peut  supposer  nulles)  et  poiu' 
lesquelles  X  et  \  sont  liolomorphes  et  s'annulent  siniultanënient  a  fait 
l'objet  de  nombreux  travaux,  dont  les  premiers  en  date  sont  ceux  de 
Briot  et  Bouquet  (').  Les  travaux  si  remarcpiables  et  si  profonds  de 
MM.  Picard  [^)  et  Poinearé  (^)  ont  ensuite  élucide  complètement  les  dif- 
ficultés que  présente  létude  de  ces  intégrales,  dans  le  cas,  que  l'on  peut 
considérer  comme  le  plus  général,  où,  par  un  changement  de  variables, 
on  peut  mettre  l'équation  (i)  sous  la  forme 

(jr-f-.  .  .)  (Ij  -^  {—'J^v  ^  .  .  .)f/.r  =  o, 


(')   Journal  de    l'Ecole  Polytechnique,  i856. 

(-)  Complea  rendus,  1878,  p.  43o,  "43.   Bull.  Soc.  Malli..  i8S4.  p.  48. 
(')  Journ.  Éc.  Polyt..   1878.  Thèse,  1879.  Journ.  de  Malh..  18S1,  1882, -1 885. 
I). 
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en  n'éciiviint  (jiic  les  tei mes  de  iiioiiidre  degié  et  désignant  par  "a  nue 
constante  qui  n'est  ni  nulle  ni  négative,  ni  nn  entier  ou  l'inverse  d'nn 
entier.  A  la  suite  des  deux  ilhisti-es  analystes  déjà  cités,  MM.  J.  Ben- 
dixson  ('),  Horn(-),  K.  Lindelôll'(^  ),  Antonne  (*)  ont  étudié  le  cas  où  A 
est  un  entier.  M.  lîendixson  ('  hi  également  étudié  le  cas  oîi  a  est  négatif. 
Tous  ces  travaux  ne  concernent  (jue  le  eas  où  .r„,  )  „  sont  les  coordonnées 
d'un  point  d'intersection  simple  des  courbes  X  =o,  Y:^o.  Dans  le  cas 
oii  ce  point  d'intersection  csl  d'ordre  quelconque,  nous  aurons  à  citer  un 
Mémoire  de  M.  Darboux  (^)  montrant  connnent  on  peut,  dans  certains 
cas,  obtenir  l'intégrale  générale  de  (i),  les  travaux  de  M.  Autonne  (*)  sur 
la  rcclicrelic  des  intégralesalgébroides  et  ceux  de  MM.  Bendixson  et  llorn, 
qui  ont  étudié  conqjlclement,  (/(i/is  le  domaine  réel,  les  intégrales  voisines 
de  valeurs  singulièies.  On  doit  également  citer  sur  ces  divers  sujets  les 
travaux  remar(|uables  d*;  M.  KTmigsberger  C^).  Malgré  toutes  ces  recher- 
ches, de  nombi'cux  cas  parliculieis,  pi'ésenlant  tles  diflicultés  spéciales, 
restent  à  étutli<'r. 

Ce  travail  est  la  pi'cmière  Partie  d'iuie  série  de  recherches  siu'  l'étude, 
soit  dans  le  champ  réel,  soit  dans  le  chanq>  com[ilexe,  des  intégrales  d'une 
(équation  didérentielle  dans  le  voisinage  de  \aleurs  singulières.  L'équa- 
tion sera  supposée  toit  iteeliie  jai'  lappoit  \\  y  .,  soit  algébroide  eu  a;,  y 
et  )•'.  l*oin-  les  valeurs  singulières,  .(„,  j\,,  eonsidéi'ées^  j' ou  sera  de  la 
forme  |',  ou  [)résentera  des  singularités  algebricpies,  ne  lentrant  pas  dans  les 
cas  classi(pies.  J'ai  énoncé  les  principaux  résultats  ([ue  j'ai  obtenus  dans 
cetteétude,  dans  des  JNotes  publiées  dans  les  Comptes  rendus  {^).  Ce  tra- 
vail est  le  développement  des  (\inw  prennères  Notes.  Je  n'y  considère  que 
les  singularités  d'une  équation  résolue  par  rapport  l\  y'  et  ne  m'occupe 


(')  Stocidioli»  Ofversigl,   i8g4,  iSgj.    icla  matlientnlica.  t.  \XIV. 

('-)   Journal  de  Crellc,  i8f)'i,  1896,  189S.  Ma/h.  Aii/i..   1898. 

(')    Actd  Sociflwtis  Fennicœ,  1897. 

(■')    AiiiKilcs  dt;  l' Unhcrsilé  de  Lyon,  1891.  Jonrn.  Èc.  Polyt..  1897, 

(')   ISiill.  des  Sciences  inatliéinalit/ues,   1878. 

('')   Lelirbiich  lier  Amilysis. 

(')   ûi  juillet.  1899;  ■.'.9  aviil   r90i  ;   ij  mai   1901  ;  29  juillet  1901. 
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que  de  l'étude  ries  intégrales  dans  le  ehamp  complexe,  sans  m'anèter  aux 
conclusions  qu'on  peut  en  tirer  poui'  l'étude  de  ces  intégrales  dans  le 
champ  réel. 

Avant  de  chercher  dans  quelle  mesure  on  peut  étendre  au  cas  où  les 
valeiu's singulières.  ,r„,  }"„,  sont  les  coordonnées  d'un  point  d'intersection 
d'ordre  quelconque  des  courbes.  \  =  o.  \=o,  les  résultats  obtenus, 
dans  le  cas  où  l'on  a  un  point  d'intersection  simple  aucpiel  cas  l'équa- 
tion    i'  peut  toujours  se  ramener  à  la  forme 

(2)  (ce -h  .  .  .)  d)- -h '^ — \y -h  .  .  .)dvr=,o, 

j'ai  tâché  de  compléter  sur  certains  points  l'étude  de  ce  dernier  cas.  Par 
exemple,  si  7.  est  réel  et  négatif  (col)  on  sait,  depuis  bien  longtemps,  qu'il 
n'existe  que  deux  courbes  intégrales  réelles  passant  par  l'origine.  Ru 
est-il  de  même  dans  le  chanq:)  complexe?  C'est  une  question  cpii  restait 
en  suspens  et  que  les  géomètres  penchaient  à  trancher  par  raflirma- 
tive  ('  ).  Or,  je  prouve,  au  contraire,  tout  au  moins  dans  le  cas  où  ).  est 
rationnel,  qu'il  existe  une  infinité  d'intégrales  .>'(•>)  s'annulant  avec  a' 
(x  tendant  vers  zéro  suivant  une  loi  convenable). 

PREMIÈRE  PVRTIE. 

Dans  la  première  Partie  de  ce  Mémoire,  j'examine  le  cas  où,  par  un 
changement  linéaire  de  variables,  l'équation  se  ramène  à  la  foime  (  2\  Ou 
doit  considérer  les  (juatre  cas  suivants  : 

Premier  cas  :  a  n'est  ni  nul,  ni  négatif,  ni  entier,  ni  l'inverse  d'un 
entier. 

Deuxième  cas  :  1  est  négatif. 

Troisième  cas  :  A  est  un  entier  ou  l'inverse  d'un  entier. 

Quatrième  cas  :  /.  est  nul. 

Premier  cas.  —  "a  ji' est  ni  nul,  ui  néi^atif,  ni  entier  ou  l'inverse  d'un 
entier. 

(')    Voir  l'iCARD.  TraiU^  d'Analyse,   t.  II,  p.  3o. 
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L'intégrale  ii;cnérale  doiiiiée,  dans  ce  cas,  par  M.  Poincarc  permet  de 
faire  l'ctude  coniplctc  des  intci^rales,  dans  le  voisinage  des  valeurs  singu- 
lières,r^=r=  o.  Je  niontie  que,  excejjtion  faite  du  cas  où  A  est  positif,  le 
point  .1=0  est  un  point  essentiel  des  intégrales  _r(*')  de  ré(piation.  Je 
montre  également  (ju'il  n'y  a  pas  lieu,  dans  le  champ  complexe,  de  faire 
une  distinction  entre  le  cas  où  la  partie  réelle  de  A  est  positive,  et  celin 
où  elle  est  négative. 

Deuxième  cas.  —  a  est  /irgcitif. 

On  peut  toujours  mettre  l'équation  sous  la  forme 

X  dy  +  j  (V  +  .  .  .  )  dx  =  o, 

V  étant   |)Ositif.    Va\    clierchant  à   obtenii'    une    intégrale  générale   de   la 
forme 

_)\r''H(,r,  j)  ;=  const. 

Il  étant  holomorplic  et  non  nul  poui'  r  =  )■  =  o. 

Je  suis  amené  à  considérer  les  cas  suivants,  pour  les([uels  je  généralise 
les  dénominations  employées  par  M.  Poincaré. 

i"  V  vst  irfdiiolincl.  On  a  un  col.  U^.t,  >•)  existe  formellement,  mais 
est  divergent,  au  moins  dans  certains  cas.  S'il  y  a  des  intégrales  pour 
Icsfpielles  X  et  )•  tendeiit  simultanément  vers  zéro,  et  si  l'on  ilésigne 
par  co  et  6  les  arguments  de  x  et  de  j,  cpiels  que  soient  ///  et  //,  I  x"'y"^  \  et 
|.i"')"co[  croissent  indéfiniment.  Je  ne  piùs  me  prononcer  sur  l'existence 
de  ces  intégrales. 

•1°  V  est  ralioiuiel  f  v  =  ''  \  et  l'on  est  arrêté  par  une  inqiossibilité  dans 
la  détermination  du  terme  en  ,{'"•)'''  de  H^.r,  }).  On  a  un  foyer.  Je  mets 
en  évidence  une  infinité  d'intégrales  pour  lesquelles  le  module  du  rapport 
/'''.<;-'"■  tend  vers  une  limite  qu'on  peut  choisir  arbitrairement,  ni  nulle. 
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ni  infinie.  L'argument  dû  produit  a,'"^)'*''  tend  vers  certaines  limites  déter- 
minées. 

3"  V  est  rationnel  et  H^.r,  ))  existe.  On  a  un  centre.  Je  donne  une 
nouvelle  démonstration  de  la  convergence  de  hi^x^y)- 

Troisième  cas.  —  1,  est  de  la  forme  />  ou  -• 

'  I' 

Je  montre  par  une  méthode  nouvelle  que  1  intégrale  générale  de  (i) 
peut  toujours  se  mettre  sous  la  forme 

\t(2y)Y  +  "  '^^'t^C-^"'!- i]  -=  const. 

Quatrième  cas.  —  /.  est  nul. 

Par  un  changement  de  variables  je  mets  l'équation  sous  la  forme 
[7«.r(i  H-  ay"')  -\-x^o{x,y)  -!-.)"',/(.)")]  'lï  -^X'"^^  dx  =  o 

où  m  est  lin  entier  positif,  a  une  constante,  /'et  o  des  fonctions  holo- 
morphes  et  nulles  pour  les  valeiu's  mdles  des  variables.  Ce  changement 
de  variables  permet  de  considérer  toutes  les  intégrales  dans  le  voisinage 
des  valeurs  singulières,  ce  (jtie  ne  pei mettent  pas  les  changements  de 
variables  eniplovés  dans  ce  cas  par  Briot  et  Boncjnet.  Si  l'on  désigne  par  0 
l'argument  de  j)^,  je  montre  que,  si  )"  tend  vers  zéro  en  restant  à  l'inté- 
rieur d'un  secteur  pour  lequel  cos///6  reste  négatif,  ,r  tend  aussi  vers 
zéro. 

Dans  tous  les  cas  examinés  dans  cette  première  Partie,  je  dirai  que  l'on 
a  un  point  singulier  du  premier  ordre. 

DEUXIÈME  PARTIE. 

J'étudie  le  cas  oii  les  valeurs  singulières  x  =  o,  )  =  o  correspondent 


6  H.    nur,\c. 

il  un  point  d'intersection  (l'oidte  qnclronqne *(les  coiirl)es  X  =  o  et 
Y  =  o. 

J.  —  llevhcrrhv  d'une  catét^oric    ri  'inlcgidlcs. 

Je  me  propose  de  rceliercher  des  intégrales  rpie  j'appelleiai  l'é^iilicrcs, 

et  pour  lesrpielles  x  et  r  tendent  siinnitanénient   vers  zéro    et  ^  tend. 

quel  qne  soit  a,  vers  inie  limite  finie  on  infinie.  Je  ne  puis  mettre  en  évi- 
dence toutes  les  intéiiiale»  régulièies  de  l'équation,  néanmoins  il  résulte 
de  la  discussion  faite  |jour  rechercher  ces  intégrales,  que  l'on  peut  énon- 
cer le  théorème  suivant  : 

Si  les  termes  de  dci^ré  miiiimitin  de  X  et  \  sont  de  degré  n,  et  si  l' on 
eonsidère  les  intégrales  pour  les<juelles  x  et  y  tendent  siniidtanément  veis 
zéj'o,  il  Y  o,  en  général,  x  et  y  s"  exprimant  en  fonction  de  t  et  de  z, 
«-+-1   intégrales  on  groupes  d' intégrales  fournies  par  des  écpuitions  de 

la  forme 

tilz-h  {—Iz^  .  .  .)  dt  =  o, 

o//  A  n'est  pas  irai.  S'il  n'i/i  est  j)as  ainsi,  il  y  a  ane  infinité  d' intégrales 
/bandes  par  des  équations  d'autre  forme. 

Jj.  —  Reclierclie   dans  certains  cas   de  l'intégrale  générale. 

Je  recherche  si  l'intégrale  générale  de  l'équation  (i^  ne  peut  pas  se 
mettre  sous  la  forme 

/(^,r)A"'"A'".  .  .A'"  =  const., 

les  A  étant  des  constantes,  les  A  des  fonctions  holomorphes  et  nulles  pour 
x=  )- ^  o-,  /i{x,y)  nn  développement  suivant  les  puissances  de  .r  et 
de  y.  On  ponira  toujours  déterminer  les  valeurs  possibles  des  expo- 
sants a;  mais,  en  général,  on  rencontrera  des  impossibilités  dans  la  déter- 
mination des  termes  de  h.  S'il  n'en  est  pas  ainsi  et  si  les  rapports  des  7. 
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ne  sont  pas  tous  positifs,  on  peut  aftirmer  la  convergeuce  du  développe- 
ment h(x,y)  obtenu. 

Lacas  où  les  rapports  de  tous  les  a  sont  positifs  est  tout  à  fait  analogue 
au  deuxième  cas  de  la  première  Partie  'j.  négatif J.  Il  comprend  les  sous- 
cas  suivants  : 

1°  h(^x,y)  ne  peut  être  déterminé.  C'est  le  cas  d'un  foyer,  mais  c'est 
ici  le  cas  général.  Je  montre  qu'il  \  a  une  infinité  d'intégrales  pour  les- 
quelles X  et  y  teudent  simultanément  vers  zéro. 

2"  /i(,i',  7-)  existe  formellement,  mais  les  rapports  des  a  ne  sont  pas 
tous  rationuels.  C'est  le  cas  d'un  col.  Suivant  le  cas  h![x,y)  est  conver- 
gent ou  divergent.  Je  ne  puis  me  prononcer  sur  l'existence  d'intégrales 
passant  par  l'origine,  autres  que  celles  obtenues  en  égalant  à  zéro  les  A. 

3"  h[x,y)  existe  formellement  et  les  rapports  des  a  sont  tous  ration- 
nels. C'est  le  cas  d'un  centre.  h[x,  y)  est  convergent. 

"  De  toute  la  discussion  faite  dans  cette  seconde  Partie,  je  puis  con- 
clure que,  sauf  les  deux  cas  signalés  en  dernier  lieu  (col  et  centre)  on 
peut  toujours  affirmer  l'existence,  pour  l'écpiation  (i\  d'une  infinité  d'in- 
tégrales pour  lesquelles  r  et  )  tendent  simultanément  vers  zéro.  On  a 
donc  les  mêmes  conclusions,  que  le  point  singulier  soit  tlu  premier  ordre 
ou  non. 


H.     DUI.AC. 


PRIvMIERK   P\RT[E. 

1.    Etant  donnée  l'équation 

(  I  )  {o..v  4-  ùy  -+-...)  dy  -f-  {a  .v  +  b' y  4-  .  .  .  )  r/.r  =  o, 

où  les  parenthèses  sont  lioloniorplies  et  nnlles  pour  ,r  =  7=o  et  dont 
l'une  au  moins  contient  des  teiines  du  [Meinier  degré,  je  me  propose  de 
classer  les  dillerents  cas  que  l'on  peut  obtenir.  Je  considère  l'équation 
obtenue  en  ne  conservant  que  ces  teinies  du  premier  degré,  et  je  pose 

Q  =  (r/.c4-/;)')j-|-(r/.c-f-  b'x)x,         V=  (<7,r  +  by)  dy  ^  {a  x -+-  l>'y)dx\ 

j'établis  les  cas  suivants  : 

1"  Q  est  un  produit  de  deux  fiicteius  distincts  a.r-t- [î/,  a.'j; -h  [i'j 
et  la  forme  bilinéaire  P,  en  .c  et  y  d'une  part  et  dx  et  dy  d'autre  part, 
n'est  pas  un  produit  de  deux  facteuis.  En  posant 

V,  =  (X,c  -h  [ij,  .<;,  =  oJx  -h  [i'.)-. 

P  et  Q  deviennent 

,  ,  i  Q.  =  («.•'■, +  ''',.>•,).)•,  H- (a;,r, ^/;,r,  :.r,, 

(  2  )  i 

On  a  par  suite  f>^  =  «1^^^  o  puis(pie  ()^^=  x^y,  et  l'on  a  (i,b  7^0, 
puisque  P,  n'est  pas  un  produit  de  deux  fiicteurs.  Il  en  résulte  qu'en 
faisant  pour  l'écpiation  (1)  le  changement  de  variables  indiqué  et  suppri- 
mant les  indices,  l'équation  devient 

(3)  (.r+  .  .  .)dy-j-  (— Ar+  .  .  .)dx=  o; 
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2"  Q    est    iiii    carré  (7..1;  4- [i))-,  P  n'est    pas    un    produit    de    deux 
facteurs. 
En  posant 

.r,  =  a.f -h  f:i  r,         J,  =.v, 

et  se  reportant  aux  égalités  (2),  on  voit  que  l'on  a  A,  =  o,  c/,  -|-  ^^  =  o, 
puisque  Q,  =^  t'^  et  a^y=o  puis([ue  P,  n'est  pas  un  produit.  L'équa- 
tion (  I  )  peut  se  ramener  à  la  forme 

(4)  (.<•  H-  .  .  .  )  <(r  H-  (  —  ,)•  +  (i.r  -h  .  .  .  :  dx  =  o  ; 

3°  Q  est  identiquement  mil,  on  a  b--a  =  o^  a  H- // ^^  o  ;  on  a 
par  suite  la  forme  (  \)  avec  «  ^=  o  ; 

4°  Q  n'est  pas  un  carré,  P  est  un  produit  de  deux  facteurs.  En  se 
reportant  à  1",  on  voit  que  l'on  aura  />,^=a'^  =0,  mais  ici  P,  devant 
être  un  produit  de  deux  facteurs,  un  des  deux  nombres  (i,  ou  l/^  sera  nul. 
L'équation  devient 

(.1'  H-  .  .  .  )  ((y  -+-  {(/.v-  -+-  -2  b.vf  -h  (■)-  +  .  .  .  ^  c/.f  =  o  ; 

5°  Q  est  un  carré.  P  est  un  produit  de  deux  facteurs,  en  se  reportant 
à  -2"  on  voit  que  l'on  aura  />,  =  o,  a ,  -t  />\  -^^  o,  a^  =  o.  En  supprimant 
les  indices  et  changeant  le  rôle  des  variables,  ré(|uation  devient 

(5)  (/-(-•••)  ^J  +  (''•'■'  +  ■^-  l'-^'X  +  '•>"  +  •  •  -  )  (l.c  =  o. 

2.  Si,  pour  classer  les  différentes  équations  du  type  (i),  on  considère, 
comme  d'habitude,  l'équation 

{h  -h  a)  {((' —  a)  h-  ah'  =  o, 

la  quantité  désignée  précédemment  par  >.  est  le  rapport  de  i\eyw  racines 
de  cette  écjiiation. 


H.      nULAC. 


Les  tiois  prciiiiors  cas  que  je  considèio  coirespoiideiit  donc  à  '/.^o, 
le  (jiialiicme  à  /.  =  o.  Ou  sait  que  A  ^  o  se  sulxlivisc  eu  deux  cas  : 

i"  Â  n'est  ni  négatif  iii  un  entiei"  positif  ou  l'inverse  d'un  entier; 
2"  \  est   néi;atif. 

Nous  considérerons,  en  même  temps  que  le  cas  de  l'équation  (  j),  le  cas 
où  A  est  de  la  fornie/^  ou  p''  {j>  entier).  On  peut  toujours  sup[)oser  ).  =  p, 
en  changeant  le  rôle  de  ,r  et  de  y. 

ii'élude  de  rc(|Mation  (5),  (jui  correspond  du  reste  au  cas  où  les  deux 
courbes  obtenues  en  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  dr  et  le  coeflicient 
de  dy  ont  x'=)==o  conmie  point  d'intersection  d'ordre  supérieur  au 
premier,  résidtera  des  théoiies  (icveloj)pées  dans  la  seconde  l^artie.  Je  me 
propose  de  développer  dans  ini  autre  tiavail  les  résultats  que  j'ai  obtenus 
pour  cette  é(juatiou. 

La  première  Partie  com|n'endra  donc  les  subdivisions  sui\antes  : 

1"  \  n'est  ni  r.égatif,  ni  un  entier  ou  finverse  d'un  entier  positif  ; 

:>/'  A  est  négatif  ; 

3"  X  est  \\n  entier  positif; 

4"  ^^  =  o.   L'équation  se  ramène  à  la  forme  (5). 

PiiiîMiEU   CAS,  —  A  n'est  ni  itcgatij]  ni  un  entier  posilif. 

5.  En  employant,  pai'  exemple,  la  forme  Al>~'  =  constante  de  l'inté- 
grale générale  de  (i)  qui  nous  fournit  toutes  les  intégrales  pour  lesquelles 
X  et  )■  [)rennent  des  valeurs  voisines  de  o,  on  voit  que  le  changement  de 
variables 

(6)  Y  =  A,  \  =  \\ 

permet  de  mettre  l'éijuation  sous  la  forme 

(7)  \d\   —AYdX^O. 
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Pour  étudier  dans  le  champ  des  variables  complexes  .)'  et  7  et  dans  le 
voisinage  de  ,r  =  o,  j  =  o,  les  intégrales  de  (i),  éttidions  les  intégrales 
de  l'équation  réduite. 

Ces  intégrales  s'expriment  par 


(8) 


X  = 


Y  =  ce'\ 


t  étant  une  variable  complexe  et  a  pouvant  être  imaginaire;  on  a 


"  J^    '2J_  ^^'^   -fa— i;h— ;i-i>     i(ïT-t-,'ÎH-T) 

rfX  ~    Y   7' 


Les  constantes  c  et  c'  pourront  être  négligées  dans  l'étude  qui  va  suivre 
de  la  variation  du  module  et  de  la  variation  de  l'argument  de  X  et  A.  On 
peut  toujours  supposer  fi  positif;  si  |i  était  négatif,  on  changerait  v  en  —  c, 
/  en  ^  /. 

Traçons  deux  axes  de  coordonnées  0/t  et  Oc  et  figurons  le  pointai 
d'affixe  /  = // -t- à'.  Figurons  la  droite  AA'  ayant  pour  équation 
c/.ii  —  [îi'==o.  Ou  a  les  deux  dispositions  suivantes  : 

Fig.  i  et.  2. 


Pour  que  X  et  Y  tendent  simultanément  vers  o,  il  faut  «[ue  u  et  y.n  —  'iv 
croissent  indéfiniment  par  valeurs  négatives.  11  faudra  donc  que  le  point  AI 
s'éloigne  indéfinimeut  dans  l'angle  i^OA.  f.e  point  doit  s'éloigner  siu'  une 


biMiK'lic  (le  coiirlx'  n'ayant  pas  d'asyniptotc  |)ai'allèle,  soit  à  OA,  soit  à  Oc. 
Il  résulte  de  là  (pie,  si  l'on  eonsidèi'e  ^  comme  une  fonction  de  X,  si  \ 
tend  vers  o  d'uiie  façon  qnelconrjiie,  Y  poni'ta  ne  ])as  tendre  vers  o. 

IMonlions  ([n'en  i^énéial,  poin-  les  inléi^rales  pour  lesquelles  X  et  Y 
tendent  vers  o,  l'argtmient  de  X  et  celui  de  ^  aiii;mentent  indéfiniment. 
(;es  ai<;nnients  sont  proportioiniels  aux  distances  du  point  M  (//,  e)  aux 
dioites  (';=  o,  droite  ()//,  et  a^i' -{-  p//  =  o,  di-oite  0\^.  Ces  droites  sont 
jK'ipendienlaires  anx  deux  cotés  de  l'angle  AOc.  Donc  si  a  est  négatif, 
ces  flioites  étant  exiérieurcs  à  l'angle,  les  deux  arguments  de  X  et  Y 
croîtront  indéliniment.  Il  en  est  de  même  pour  7,  =  o.  Si  a  est  positif,  on 
pourra  faiie  éloigner  IM  de  telle  manièie  <|n"im  des  arguments  reste  fini, 
l'autre  croîtra  indéliniment. 

Étudions -^  toujours  pour  les  intégrales  tendant  vers  l'origine. 

Le  modide  de  celte  quantité  est  proportionnel  à  ,.''-')"-P^'  et  l'argu- 
ment égal,  à  une  constante  près,  à  (a — i)i'-|-[i//.  Traçons  la  droite 
(c, —  ])// ■ — [ic  =  o,  droite  (C)  dont  la  partie  0(J  est  située  dans 
l'angle  rOA  et  la  droite  (Dl,  (a  —  i)  c  -+-  [in  =  o,  qui  lui  est  perpendi- 
culaire. Cette  droite  aura  une  portion  située  dans  l'angle  cOA,  si  l'on 
a  (a  —  i)  (a'  +  [6-  —  ce)  >  o. 

11  résulte  de  là  que,  si  M  s'éloigne  indéfiniment  dans  l'angle  vO(],  sans 
êti-e  sui-  une  branche  de  couihe  a\ant  une  asymptote  parallèle  à  0(^,  le 

module  de  ^  tend  vers  zéi-o.  Jl  croît  indéfiniment  si  M  s'éloigne  dans  les 
mêmes  conditions  dans  l'angle  AOC. 

Si  la  condition  (a — i)(a-  +  [3-  —  a)  >  o  est  satisfaite,  l'ai^gument 
de  ^  lestera    fini,    pour    M    s' éloignant   sm-    une    branche  de  courbe  à 

asymptote  parallèle  à  OD  et  sera  infini  dans  tous  les  autres  cas.  En  parti- 
culier, si  le  modide  tend  vers  une  limite  finie,  l'argument  deviendra  infini. 

'^.  On  doit  remar(pier  que,  en  désignant  toujours  par  le  mot  intégrale 
<rn!ie  ('fjnation  <li[féven.iicUc   un  ensemble  de  valeurs  complexes  de  x  et 
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de  r  satisfaisant  à  cette  équation,  on  peut  employer  ce  mot  avec  deux  sens 
difl'érents.  On  peut  considérer  un  ensemble  de  valeurs  de  .r  et  de  y  dépen- 
dant d'un  paramètre  réel  variable.  C'est  ce  qui  a  toujours  lieu  dans  le 
champ  réel.  On  peut  encore  considérer  un  ensemble  (ié|)cn(iant  de  deux 
paramètres  arbitraires.  C'est  ce  cjni  a  lieu  dans  le  champ  complexe, 
lorsque,  partant  de  valeurs  initiales  .t„,t„,  on  fait  varier  ,r.  Si  la  confusion 
des  deux  notions  ne  présente  aucun  iucouvéuient  dans  le  voisinai^e  des 
points  algébriques  de  ré(|uation,  elle  me  paraît  en  présenter  dans  le 
voisinage  des  points  singuliers.  Lorsque  je  considérerai  un  ensemble  de 
valeurs  de  .r  et  de  r  dépendant  d'un  paramètre  et  satisfaisant  à  l'écpia- 
tion,  je  dirai  que  j'ai  une  cnrnctcii.stiqdc  de  l'équation.  Je  réserverai,  en 
général,  le  mot  d' iiitéi^rale  au  cas  où  une  des  variables,  .r  par  exemjjle, 
pourra  prendre  toutes  les  valeurs  voisines  d'une  valeur  initiale  .r^. 

Nous  pourrons  dire  ([lie  l'équation  dinerentielle,  considérée  en  \  et  Y, 
a  une  infinité  de  caractéristiques  passant  par  l'origine,  mais  qu'elle  n'a  pas 
d  intégrale  passant  par  l'origine,  en  entendant  par  là  que  ^  ne  tend  pas 
vers  zéro,  quelle  que  soit  la  façon  dont  X  tend  ver-i  zéro. 

d.  Si  l'on  revient  maintenant  aux  variables  |)riniitives,  les  relations  (6) 
peuvent  s'écrire 

\  X  =  a, ..  1 1  +  /,  (.r)]  +  /',  y'' 1 1  +  F,  {x,  r)] , 
^  Y  ==  o,  j  [ .+  cp,  (j)j  +  h^ ,."[  1  -4-  <1',  (.r,  ,r)J, 

«,,  A,,  fl/,  //,  étant  des  constantes,  /', ,  F,,  C,,  F,  des  fonctions  holo- 
morphes  et  nulles  pour  les  valeurs  zéro  des  variables;  p  et  q  peuvent  être 
égaux  à  un;  b^  et  l>\  être  nuls.  On  en  conclut,  en  donnant  aux  lettres  la 
même  signification 

j  r  =  «'Y[  1  +  o(Y)]^-  //X'[i  +  <I>(X,  Y)], 
^"'^  i  .r  =  «X[n-/(X)]+/.Y"[i+F(X,  Y)]. 
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Comme  on  ])(Mit  iniilli|)licr  X  et  \  par  des  constantes  (jnelconques, 
nous  pouvons  supposer  a  =  <(  =  i . 

Pour  que  ,r  et  j  tendent  simultanément  vers  zéro,  il  faut  et  il  suffit 
f|ue  X  et  Y  tendent  vers  zéro.   Les  formules  (g)  et  (lo)  montrent  égale- 

ment  que,  si  :^  tend  vers  inie  limite,  il  en  est  de  même  de  —  et  réoipro- 
(]ueinent.  Il  ne  peut  y  avoir-  doute  que  dans  le  cas  où/-*  =  (/  =  i  ;  mais  en 
remarquant  que  les  quantités  r/// —  Ix/ ,  (i,h^  —  ^'i"\  '^^  sont  pas  nulles, 
on  voit  immédiatement  que  la  propriété  est  encore  vraie. 

Remplaçons  dans  i  J  o)  X  et  Y  par  leurs  valeurs.  On  a,  en  faisant  c'=  i , 

'       '  (  j  =  ca"'-i'^e''^"-^^">{i  +  9) -h  b'e-'"c'''^'{i  -+-  '!>). 

Les  développements  (9)  et  (10)  ne  sont  valables  que  pom-  des  valeurs 
suffisamment  petites  de  .v,  r,  X,  1'.  Jl  résulte  que  les  formules  (11)  ne 
seront  valables  que  pour  les  valeurs  de  //  et  de  v  coordonnées  d'un 
point  M  d'un  certain  domaine  compris  dans  l'angle  vO/i.  Nous  suppose- 
rons de  plus  ce  domaine  déterminé  de  telle  façon,  que  x  et  r  prennent 
des  valeurs  pour  lesquelles  les  formules  (9)  sont  valables.  Ce  domaine 
que  nous  apj)ellerons  domaine  du  point  M  pourra  toujours  être  supposé 
limité  par  deux  parallèles  à  O//  et  à  OA.  Ce  domaine  change  avec  les 
constantes  r  et  c' .  Dans  ce  qui  suit,  nous  considérerons  une  intégrale 
déterminée,  mais  nous  poiurions  considérer  toutes  les  intégrales  pour 
lesquelles  c  est  inférieur  à  un  et  r'=  i ,  en  n'employant  que  la  partie  com- 
mune aux  domaines  relatifs  à  ces  diverses  intégrales.  En  faisant  r=i 
dans  les  formules  (<S)  et  |  c' ]  <  i  on  aurait  les  mêmes  conclusions  pour 
toutes  les  autres  intégrales. 

6.  Etudions  les  arguments  de  ,r  et  de  7'  doimés  par  (10')  lorsque  ces 
quantités  tendent  vers  zéro.  Montrons  qu'aux  caractéristiques  (X,  Y) 
pour  lesquelles  X  et  Y  gardent  un  argument  fini,  correspondent,  si 
certaines  conditions  d'inégalité  sont  vérifiées,   des  caractéristiques  pour 
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lesquelles  x  et  y  gardent  un  argument  lini.  On  peut  écrire 

oj  =  c"c"'[i  +./■+  /),.!> ^pc-^'-'pr)-'e'^p--'''-*-pP"-'-'^i  -^  F)] 

Y    Y/" 
De  même  quc;;^!  ^  peut  tendre  vers  zéro,  vers  linfini,  on  ne  tendre 

vers   aucune    limite    suivant   que  la    distance    du  point   M    (//,    i')  à  la 

droite,    p%  —  i  )// ^ /j^'ii- devient  infinie  par  valeurs  négatives,  [)ositives 

ou  reste  finie. 

L  ne  portion  indéfinie  de  cette  droite  est  du  reste  située  dans  le  domaine 

du   point  .M  et  divise  ce   domaine  en  deux  régions.    Supposons  (pie  le 

point  yi  s'éloigne  sur   une  courbe  à  asymptote  parallèle  à  Ou,  ce  étant 

positif. 

Y/) 
Si  la  direction  Ou  est  dans  la  région  pour  laquelle   -^-  tend  vers  zéro, 

c'est-à-dire  si  Ion  a /;oc  —  i  <<o,  l'argument  de  x  tendra  à  ne  diflérer  que 
d'une  quantité  constante  de  1  argument  de  X  et  restera  donc  fini. 

On  verra  qu  en  même  temps  la  condition  y.  —  ç<o  étant  vérifiée, 
l'argument  de  j^  restera  aussi  fini. 

On  peut  montrer  qu'il  en  sera  encore  ainsi  [>our  pcf.  =  i . 

On  trouverait  de  même,  sans  difficulté,  l'inégalité  qui  doit  être  vérifiée 
pour  que,  l'argument  de  1  restant  fini,  les  arguments  de  ,r  et  y  restent 
finis. 

7.  Cherchons  si,  les  arguments  de  \  et  de  \  croissant  indéfiniment, 
l'argument  de  .r  restera  fini.  Jl  est  évident  que,  si  h  est  nul,  l'argument  de, r 
ne  peut,  dans  ces  conditions,  rester  fini;  de  même  l'argument  de  )",  si  b' 
est  nul.  Je  vais  montrer  que,  si  l'on  n'a  pas  y;  =  g  =  ]  ,  l'argument  de  .t-ou 
dey  croît  indéfiniment  si  \  et  Y  tendent  vers  zéro  et  si  leurs  arguments 
croissent  indéfiniment 

Posons  bc''  ;=  m  -+-  ui.  Si  la  quantité  e'''*"-?'"'-""^'"  -Li J-  est  constamment 
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infcrieiire  à  un,  rargiiim-tit  de  .r  croîtra  iudétiiiinieiit  coiiiiiic  c.  De  même, 
si  cette  quantité  est  toujours  supérieure  à  un,  l'argument  de  x  croîtra 
indéfiniment  comme  p^a.v  -\-^pu).  Il  est  possible  de  déterminer  deux 
droites 

(  a./;  —  I  }  Il  —  ^ppv  -|~  /?i  =  dr  II 

divisant  le  domaine  du  point  M  en  trois  régions.  Dans  la  région  supérieure 
la  cpiantitéconsidéiée  sera  inférieure  ;i  un.  Ce  sera  le  contraire  dans  la  région 
inférieure.  Dans  la  région  comprise  entre  les  deux  parallèles,  il  y  aura  doute. 
Par  suite,  poinlM  s'éloignant  indéfiniment  dans  la  région  située  au-dessous 
des  deux  parallèles,  l'argument  de  .t  croîtra  comme /^( ce -j-  ^u). 

Les  mêmes  considéiations  s'appliquent  ;i  l'argument  de  y.  Deux 
parallèles  à  la  droite  (a  —  y)//  — [it^  =  o  déterminent  trois  régions. 
Dans  la  région  située  au-dessus  des  tieux  parallèles  l'argument  de  }"  croîtra 
indéfiniment  co\i\\ne(jv.  Les  deux  couples  de  parallèles  sont  respectivement 
parallèles  à  des  directions  A  et  A'  situées  dans  l'angle  vOS.. 

Comme  on  n'a  pasyy  =  y  ==  i ,  les  deux  directions  A  et  A'  sont  distinctes 
et  A  est  au-dessous  de  A.  On  a  donc  cinq  régions  déterminées  dans  le  do- 
maine de  -AL  Dans  le  cas  de  c-  >>  o  on  a  la  disposition  suivante  : 


Poiu-  que  les  arguments  de  ,r  et  de  )  ne  croissent  pas  indéfiniment,  il 
faut  que  le  point  3I(//,  c)  s'éloigne  indéfiniment  suivant  une  coiu'be  allant 
une  infinité  de  fois  dans  la  région  (2)  et  une  iidinité  de  fois  dans  la  ré- 
gion (4)-  IMême  dans  ces  conditions  ces  arguments  croîtront  indéliniment. 
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En  elTet,  pour  passer  de  (2)  à  (4),  M  devia  traverser  (>),  et  dans  cette 
région  rargument  de  ,r  croîtra  comme /;(%(' -h  [3?/\  et  celui  de  icommec^. 
Ces  quantités  étant  proportionnelles  aux  distances  de  _M  à  des  per|)endi- 
culaires  à  OA  et  à  Of,  l'une  au  moins  croîtra  d'une  quantité  aussi  grande 
que  l'on  voudra,  pourvu  que  M  soit  suffisamment  éloigné  de  O.  Il  est 
donc  impossible  que  les  deux  arguments  restent  inférieurs,  en  valeur 
absolue,  à  une  limite  fixe  K.  Si  les  deux  arguments  sont  inférieurs  à  K, 
par  exemple  pour  .M  situé  dans  (a^,  un  des  arguments  dépassera  K  lorsque 
M  ira  dans  (3).  Un  des  deux  argument  s  de  x  et  de  y  croîtra  indéfiniment. 

Si  au  contraire  /;  =  (y  ==  i ,  les  arguments  de  ,r  et  de  r  peuvent  rester 
Unis;  ou  peut  les  faire  osciller  autour  de  n'importe  quelles  valeurs.  En 
ed'et,  les  formules  (10')  définissent  x  et  >' comme  fonctions  analytiques  de 
t  =  u  -\-  ii\  La  fonction  .r,  par  exemple,  admet  une  inllnité  de  réros  qui 
sont  voisins  pour  \  t  [  suflisamment  grand  des  zéi'os  de  e' ^hc^ e" .  Tous  ces 
zéros  tendent  à  être  situés  sur  une  droite  dont  une  portion  inrlélinie  est 
dans  le  domaine  du  point  M.  De  même  une  infinité  de  zéros  de  r  sont  sen- 
siblement situés  sur  une  droite  qui  est  parallèle  à  la  première.  Ou  pourra 
dès  lors  aller  d'un  zéro  de  x  à  un  zéro  de  r,  en  ne  fliisant  varier  u  et  v  que 
d'une  quantité  finie. 

Si  nous  voulons  faire  osciller  les  arguments  de  x  et  de  >•  autour  de  va- 
leurs arbitraires  co  et  0,  nous  ferons  éloigner  le  point  M  indéfiniment  en 
le  faisant  tourner  dans  un  sens  convenable  autour  d'iui  zéro  de  x,  lorsque 
l'argument  de*  différera  deto  d'une  quantité  supérieure  en  valeur  absolue 
à  27l;  nous  ferons  ensuite,  s'il  va  lieu,  tourner  ]\I  autour  d'un  zérode  >"  de 
manière  à  réduire  la  dilférei.cc  entre  9  et  l'aigniueiit  de  y  à  une  valeur 
inférieure  à  2~.  En  allant  d'un  zéro  de  x  à  un  zéro  de  j",  chacun  des 
arguments  ne  variera  que  d'une  quantité  dont  il  serait  facile  de  calculer 
une  limite  supérieure  h.  L'oscillation  des  arguments,  de  part  et  d'autre 
de  to  et  de  0,  sera  au  plus  h  +  o.r^. 

8.  Tirons  de  ce  qui  précède  quelques  conclusions  relatives  à  la  nature 
de  la  singularité  que  présentent,  pour  x  ^  o,  les  intégrales  j- de  l'équation 
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considérées  comme  fonction  de  .*.  Dajxès  ce  qni  a  été  dit  an  snjet  do  X 
et  de  \ ,  il  parait  viaisemhlable  qne  si  x  tend  vers  zéro  d'une  façon  quel- 
conque, r  peut  tendre  vers  zéro  ou  non,  et  (jne  par  suite  le  point  .v  =  o 
est  un  point  essentiel  d'une  intégrale  y  considérée  comme  fonction  de  ,r. 
î\l  outrons  qui!  en  est  bien  ainsi.  Bien  entendu,  les  intégrales  obtenues 
en  faisant  c  =  o  ou  c  =  o  échappent  au  raisonnement  (jui  suit. 

Tout  d'abord,  si  dans  (lo)  on  a  Z'^o,  c'est-à-dire  si  l'équation  (i) 
admet  l'intégrale  .v  =  o,  X,  et  par  suite  ,r,  pourra  tendre  vers  zéro  sans 
que  \  ,  et  par  suite  r,  tende  vers  zéro.  Si  au  contraire  on  a  b  ^  o,  la  fonc- 
tion *'  de  u  -+-  iv,  ainsi  que  nous  l'avons  dit,  admet  une  infinité  de  zéros, 
qui  sont  distincts  des  zéros  de  y.  Donc  si  l'on  fait  tendre  //  -h  iv  vers  un 
de  ces  zéros  de  x,  et  cela  d'une  façon  quelconque,  j  ne  tendra  pas  vers 
zéro  (').  L'étude  de  la  variation  des  arguments  de  x  et  de/  nous  fournit 
des  propriétés  du  point  essentiel  que  nous  rencontrons.  On  peut  encore 
établir  les  propriétés  suivantes. 

Si  ré(]uation  (  i  )  n'admet  pas  l'intégrale  x  =  o,  tme  intégrale,  autre  que 
les  deux  intégrales  algébroïdes,  a  dans  le  voisinage  de  o;  =^  o  une  infinité 
de  points  critiques  algébriques  (on  considère  jy  comme  fonction  de.r).  En 
effet,  pour  une  infinité  de  valeurs  de  t^  la  dérivée  de  .i",  par  lapport  à  t, 
est  nulle.  On  voit  facilement  (jue  ces  zéros  sont  situés  dans  le  domaine  du 
point  RI.  Les  valeius  de  x  correspondant  à  ces  zéros  seront  des  points  cri- 
tiques de  1 ,  considéré  comme  fonction  de  x  et  par  suite  de  y. 

Si  l'écjuation  (i)  admet  l'intégrale  ,r  =  o,  on  peut  ramener  la  fornnile 
à  a;'^X  =  e',  on  vt)it  (pie  t,  et  par  suite  >%  considérés  comme  fonction 
de  .r,  ne  présenteront  pas  de  points  critiques  dans  le  voisinage  de  x  =  o. 
IMais  x  =  o  est  un  point  critique  de  )\  En  effet,  si  x  tourne  autour  de 
l'origine,  t  croît  de  ait/  et  y  ne  reprendra  pas  la  même  valeur. 

On  peut  remarquer  que  si  l'équation  (i)  n'admet  pas  l'intégrale  x  =  o, 


(')  ,r  r=  o  élaiit  un  poiiil  essentiel,  on  voit  (m'oii  ne  peut  ilire  i|u'ii  suffit  de  prendre  des 
vhIium's  initiales,  .r„,  )„,  sul'lîsaninienl  petites,  pour  avoir  une  inléj^rale  prenant  jionr  ,r  voi- 
sin de  zéro  des  valeurs  y  voisines  de  zéro.  Quelle  que  soit  l'intéi^rale,  on  peut  (aire  tendre  .r 
vers  zéro,  de  telle  manière  que  y  ne  tende  pas  vers  zéro. 
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en  faisant  tourner  /  autom'  d'un  des  :;éros  de  x,  on  lait  décrire  à  x,  autour 
de  l'origine,  un  contour  tel  que  7  reprenne  la  même  valeur. 

En  résumé,  on  peut  dire,  dans  tous  les  cas,  que  .v  =  o  est  un  point 
essentiel  des  intégrales,  autres  (jue  les  deux  intégrales  algébroides.  11  y  a 
toujours  une  iutinité  de  caractéristi([ues  par  lesquelles  .v  et  y  tendent  si- 
multanément vers  zéro.  Parmi  ces  caractéristiques,  il  peut  y  eu  avoir  une 
infinité  pour  lesquelles  les  arguments  de  .r  et  de  r  restent  simultauénient 
finis,  ou  il  peut  ne  pas  y  en  avoir,  suivant  que  des  conditions  d'inégalité 
entre  la  partie  réelle  et  la  partie  imaginaire  de  a  sont  vérifiées  ou  non.  Si 
l'équation  admet  l'intégrale  .c  =  o,  a:  =  o  est  un  [joint  critique  de  y.  Il 
n'v  a  pas  d'autres  [)oints  singuliers  de  >•  dans  le  voisinage  de  .t;  =  o. 

Si  l'équation  n'admet  pas  l'intégrale  .r  =0,  toute  intégrale  autre  que  les 
deux  intégrales  algébroides  admet  une  infinité  de  points  critiques  dans  le 
voisinage  de.t  =:  o.  On  pourra,  dans  certains  cas  {p  =  y  =  i),  trouver  une 
nouvelle  série  de  caractéristiques  telles  que  x  et  j  tendent  vers  zéro  avec 
des  arguments  finis. 

Dans  tout  ce  qui  précède  on  a  supposé  [i  :^  o(  A  :=  a  4-  i'j).  Si  A  était 
réel  les  propriétés  des  intégrales  seraient  did'érentes.  Elles  sont  du  reste 
évidentes.  Toutes  les  intégrales  )■  tendent  vers  zéro  avec  x. 

9.  D'après  cequiprécède,  il  neme  parait  pas  justifié  d'établir,  lorsqu'on 
étudie  les  intégrales  dans  le  champ  complexe,  une  distinction  entre  le  cas 
.  où  A  a  sa  partie  réelle  positive  et  le  cas  oii  cette  partie  est  négative,  ainsi  que 
l'avaient  fait  Briot  et  Bouquet.  En  eiret,si  l'on  étudie  l'équation  réduite  (7), 
ou  l'équation  donnée,  dans  le  cas  où  elle  admet  les  intégrales  x  =  o  et 
y  =:  o,  il  ne  me  parait  pas  f[u"il  y  ait  lieu,  dans  le  cas  où  celte  partie  réelle 
est  positive,  d'insister  sur  le  fait  qu'on  peut  faire  tendre  x  et  y  vers  zéro, 
l'argument  de  .r  restant  lini,  puisque  dans  ces  conditions  l'argument  de  r 
croît  indéfiniment,  flautre  part,  si  l'équation  donnée  (1)  n'admet  pas  les 
intégrales  x  =  o  et  j  =  o,  on  a  vu  (cas  de  p  =  </  =  1  )  qu'aux  caractéris- 
tiques pour  lesquelles  les  arguments  de  X  et  de  Y  croissent  indéfiniment 
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peiivc'iil  foiiespondre  des  valeurs  de.f  et  )•  tendant  vers  zéro  avec  un  argu- 
ment lini. 

Deuxième  cas.    —   A  est  négatij'. 

i().  On  sait  que,  dans  ce  cas,  l'équation  { \)  admet  toujours  deux  inté- 
grales holoniorphes  y\x)  ou  a,(j"l,  pour  lesquelles  la  limite  de  —  prend 

deux  valeins  distinctes.  On  pourra  toujours  faire  un  changement  de 
variable  tel  que  ces  intégrales  holomorphes  deviennent  x  =  o,  )"  =  o.  Les 
nouvelles  variables  sexjjrunent  par  des  fonctions  des  anciennes  variables 
holomorphes  et  nulles  pour  a'  =  o,  r  ^  o,  et  réciproquement,  l/équation 
devient 

,r(i  H-.  .  .)£/)•+ j(— "''>+•  •  -jdx^  o. 

Nous  poserons  A  =  —  v;  v  sera  positif,  et  nous  diviserons  les  deux 
termes  par  le  coefficient  de  x dj.  L'équation  sera  alors 

(il)  X  dy  H-  j [ V  -+-  A  ( .r ,  _ ) ■  ^ J  r/, r  =  o. 

Nous  allons  chercher  s'il  est  possible  de  déterminer  un  développement 
W[x,  y)  procédant  suivant  les  puissances  de  x  et  de/,  et  tel  que  l'inté- 
grale générale  de  (i  i)  soit 

(12)  yx']\{x,  _)•)  =  const. 

Il  faut  pour  cela  (|ue  l'on  ait 

Nous  chercherons  un  dévelop[)ement  H  commençant  pai'  un  terme 
constant,  que  nous  pourrons  toujours  supposer  égal  à  un.  Pour  obtenir 
les  termes  de  H,  nous  ordoinierons  H  suivant  les  puissances  de  y,  les 
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coefficients  de  ces  puissances  étant  des  séries  procédant  suivant  les  puis- 
sances de  X.  En  ordonnant  de  même  A,  on  a 

H (cr,  j)  =  A,  (.c) -h /t,f^)r +  /<,(. )■),)■'  +  .  .  .  +  /i„'-r\K"  +  -  ■  ■  , 
A(.t',j)=.«„(.r)  +  «,(.i-)j-  +  «,(,fX)-  +  .  .  .^-a„{^v)x"-\- 

Nous  aurons,  pour  déterminer  les  A,  les  équations 

1    ■^^K'="o^'o^ 


'  •'■//^_  =  /r//i^-\-  (/t  -h  i) (/„//„-{-' fia  Ji„_,  -+-.  .  .-t-  '■'„/'•„• 

On  pourra  déterminer,  terme  par  terme,  les  dillérents  termes  des  h.  En 
désii^nant  par  //„„^  le  coefficient  du  terme  en  r'")",  ou  aura 

( I  5 )  (m  —  Il  V  ^  //,„„  =  7.„,„  -h  a ,„„  =  ;i,„„ , 

(7,,„„  étant  une  fonction  des  coefficients  //,„„,  c,,, ,/,  oii  iiî  et  //  sont  infé- 
rieurs respectivement  à  m  et  à  n\  [i,„„  ilésigne  le  second  membre  de  la 
relation.  D'après  cette  relation,  on  voit  que  trois  cas  peuvent  se  pré- 
senter : 

1°  A  =  —  V  est  irratiuunel.  —  ni  —  /<v  n'étant  jamais  nul,  on  détermi- 
nera autant  de  coefficients  que  l'on  voudra  de  H  supposé  existant.  Je  dirai 
que  le  point  singulier  est  un  uul. 

•1°   A  =  —  V  est  rationnel.  —  Soit  v  =  -•   Pour  ni  =yv,  //  =  (J,  si  l'on 

n'a  pas  [i^,^  égal  à  zéro,  on  rencontrera  une  impossibilité.  Si  [i^„^  est  mil, 
on  pourra  prendre  arbitrairement  li^„^,  mais  il  pourra  se  présenter  une 
impossibilité  pour  ni^^-ip.,  n-^^-iq,  et,  d'une  façon  générale,  pour 
m  =  /y.»,  n  =  /v^. 

Nous  supposerons  que,  pour  une  valeur  de  r,  l'impossibilité  signalée 
se  présente.  Nous  dirons  que  le  point  singulier  est  \\n  foyer  d'ordre  /■. 
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3"  7.:=:  —  V  est  ratioiiiu'l,  mais  les  coefficients  de  A(j',  ^^j  sont  tels 
qu'aucune  des  im|)Ossibiliti's  signalées  ne  se  présente.  II  y  aura  une  infinité 
de  coefficients  de  H  qui  restent  arbitraires.  Le  point  singulier  sera  dit  un 
centre. 

11.  Les  remarques  suivantes,  relatives  à  la  façon  dont  les  coefficients 
//„,„  correspondent  aux  coefficients  c/,„,^,  nous  seront  utiles. 

Dans  le  cas  d'un  col,  à  uri  système  de  valeurs  de  r/,„„  pour  lesquelles 
on  a  m'zni  ,  ii'^n  ,  ni  et  rî  étant  pris  arbitrairement,  correspond  un 
système  et  un  seul  de  coefficients  /i,„„  et  réciproquement.  Cela  résulte 
immédiatement  de  la  formule  (i  "J).  Dans  le  cas  d'un  foyer  ou  d'un  centre, 
il  en  est  de  même  pour  nt  <  p^  n  <  q.  11  n'en  est  plus  ainsi  pour  ///  ou  «, 
dépassant  respectivement  p  et  ry,  les  nombres  m  et  //.  étant  d'ailleurs  quel- 
conques dans  le  cas  d  un  centre  et  étant,  dans  le  cas  d'un  foyer  d'ordre/-, 
tels  que  l'une  au  moins  des  inégalités  m  <^/jr,  //  <  (//•  soit  vérifiée.  En 
eiïet,  à  un  système  de  valeurs  fl„,„  correspondent  une  infinité  de  systèmes 
de  //,„„,  puisque  certains  de  ces  coefficients  dépendent  d'arbitraires.  Mais 
à  ces  divers  systèmes  de  valeurs  des  //„,„  correspond  toujours  le  même 
système  de  a,,,,^  :  le  système  des  valeurs  de  <7„,„  d'où  l'on  a  déduit  les  a„„,. 
En  effet,  la  fornude  (i  j)  fait  correspondre  à  un  système  de  /«,„„  un  seul 
système  de  c/,„„,  et  comme  les  //,„„  ont  été  calculés  à  l'aide  de  cette  formule, 
ce  sont  bien  les  r/,„„  d'oîi  l'on  a  déduit  les  A,„„  qui  leur  correspondent. 

Une  question  se  pose  au  sujet  de  la  distinction  entre  les  foyers  et  les 
cols.  Nous  avons  dit  que,  si  [i^^  est  mil,  le  coefficient  A^,^  est  arbitraire.  JNe 
pom-ra-t-on  disposer  de  cette  arbitraire  de  telle  manière  qu'il  ne  se  présente 
pas  d'impossibilité  dans  la  détermination  de  (/„  „  ,  et  ainsi  de  suite, 
disposer  des  constantes  restées  arbitraiies,  de  manière  à  éviter  les  impos- 

sibilites  qui  se  présentent  {)Our  —  =  -.11  n  en  est  rien. 

Supposons  qu'on  soit  arrivé  à  déterminer  A„,  A,  h^^_,  et  tous  les  termes 
de  //^y  où  lexposant  de  x  est  inférieur  à  p,  certains  des  coefficients  étant 
restés    arbitraires,    montrons   que   la    condition    d'existence    du    terme 
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/?',„„, i'")'"  ne  dépendra  pas  des  constantes  aibitraires  et  ne  pourra  donc  être 
satisfaite  en  leur  attribuant  des  valeurs  convenables. 

La  convergence  des  séries  //„,  //, ,  .  .  . ,  //,,^_, ,  qui  va  être  admise  [)our  le 
moment,  sera  démontrée  bientôt. 

Considérons  l'équation 

(i6)  xdr^r'h\^^  +  A(,f,  j)  +  Y.r''V']. 

Si,  pour  ré([uation  (i  i),  la  condition  d'existence  du  terme  lipr.,,r-^''"^y'''^ 
est  [i^„  ,^^=o,  pour  l'équation  (16)  cette  condition  sera  [i^,  ,^, -j- y  =  o . 
En  prenant  y  satisfaisant  à  cette  égalité,  on  pourra  déterminer  tous  les 
termes  de  h^^.  Soit 

H,.,(.'',  X)  =  h,  ^yh^  +y'li,  + .  .  .  -^fK,,-  . 

Il  existe  une  équation  ayaut  pour  intégrale  générale 

j.i"''H^^(.r,  r)  =  const.  ou  //=  const. 

Si  cette  équation  est  mise  sous  la  forme  (1  ')),  ceux  de  ses  termes  qui  ne 
contiennent  pas  7'^''"^'  en  facteur  sont  identiques  aux  termes  analogues 
de  (16).  Mais  cette  équation  admet  aussi  pour  intégrale  de  la  forme 
cherchée 

//(.r,  j)(i  H-  (•,//'' -h  f„//"''  +  .  .  .-I-  c^ii"')  =  const., 

r, ,  r^,  .  .  .  ,  c^  étant  des  constantes  arbitraires,  ce  qui  nous  donne  la  façon 
dont  les  constantes  arbitraires  entrent  dans  les  coefficients.  La  condition 
d'existence  du  terme  en  f'^'')"'  étant  satisfaite  quelles  que  soient  les 
constantes  c,,  r^,  .  .  . ,  cv,  cela  pour  une  valeur  fixe  de  y,  on  voit  que  ces 
constantes  n'entrent  pas  dans  [i,.^,,,.y. 

On  montrerait  d'une  façon  analogue  que  si,  dans  la  recherche  du  déve- 
loppement H,  on  lencontre  des  impossibilités  en  procédant  par  la 
méthode  indiquée,  on  en  rencontrera  de  même  avec  toute  autre  méthode 
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(le  fléterniiiiatioii  dp  H.  On  ponnait  clierclier  M  en  l'oidonnanl  par  rap- 
port à  .r,  en  l'ordonnant  en  série  de  polynômes  homogènes,  il  résnite  de 
laque  la  distinction  entre  les  foveis  et  les  eentres  est  relative  à  la  nature 
même  de  l'intégrale  gc-nérale  et  non  à  la  faeon  de  la  ebercher. 

12.  Dans  le  eas  d'un  eol  et  dans  celui  d'ini  centre,  il  existe  un  déve- 
loppement 11  satisfaisant  formellement  à  l'équation.  Il  est  naturel  de  se 
demander  s'il  CNt  convergent,  Dans  le  eas  d'un  centre,  ÎM.  .T.  Rendixson, 
généralisant  un  raisonnement  de  M.  Poinearé,  a  démontré  la  conveigenee. 
Nous  retrouverons  ce  résultat.  Dans  le  cas  d'un  col,  le  développement  est 
eonvergent  |)our  des  classes  étendues  d'érpiations.  Rn  égalant  à  zéro  la  dide- 
rentielle  de  rr''l(.r,  )),  oîi  H  est  nn  développement  convergent,  on  obtient, 
en  edét,  une  écpiation  de  la  forme  voulue.  On  peut  aussi  démontrer  que 
si  les  seuls  coelfieients  r/„,,,  de  A(a",  i')  (pii  ne  soient  pas  nuls  sont  ceux 

1  1  "'  ^     '"'  ^  I         ■,.•  l'-'i-»'         'i' 

pour  les(|uels  on  a  ^     >  -r  >  v,  on  la  suite  inverse  d  niegalitcs,  m  et  // 

•  '  n  II 

étant  des  nombres  fixes,  Il  sera  eonvergent.  On  peut  remarquer  que,  si 
V  est  rationnel  et  si  les  mêmes  hy[)Otlièses  sont  vérifiées,  le  point  singulier 
sera  nn  centre  et  jamais  nn  fover. 

La  possibilité,  dans  le  eas  d'un  eol,  d'avoir  un  développement  H  diver- 
gent me  parait  avoir  été  admise  sans  cpi'on  en  ait  donné  de  démonstration, 
sans  doute  parce  que  ce  n'est  là  qu'un  résultat  négatif.  Les  auteurs,  qui 
examinent  des  développements  dans  les  termes  desquels  entrent  en  déno- 
minateurs des  expressions  vi  —  //v  ou  des  expressions  analogues  devenant 
aussi  petites  que  l'on  veut,  ne  se  sont  pas  placés  au  point  de  vue  qui 
nous  oceM[)e  (').  Je  vais  montrer  (pie  le  développement  H  peut  être 
divergent. 

Lemmk.  —  //  est  possible  de  trouver  un  nombre  v  tel  qu  il  y  ait  une 
infinité  de  tudeurs  ele  m  et  de  n  pour  lesepœlles  on  ait 

o  <  //v  —  m  «<  o,7}i~"n~". 

(')  PoiNCAKÈ,  Sur  /e.s'/oitcliolis  à  espaces  lacunaiies  (Acla  SocielaLis  Fennicœ,  iSSi). 
\ 
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Prenons  une  fraction  décimale  arbitraire  7,.  Soit  /  le  nombre  de  ses 
ehilî'res  décimaux.  Posons//,  =  lo',  w,  =  //,  "X.  On  peut  ajouter  à  la  droite 
de  7.  assez  de  o  et  enfin  uii  i  pour  obtenir  une  fraction  décimale  t.,  ,  telle 
que  l'on  ait  o</?,7,|  —  ///,  =  ///'''//')  ',  En  remplaçant  l'unité  <[ui  est 
à  la  droite  de  7«  par  '.i,  on  a  une  fraction  [i,  avec 

o  <  rt,  [i,  —  /",  =  a  (/??'"' //"')"'. 

En  opérant  sur  la  fraction  7-,  comme  sur  la  fraction  7,,  on  déterniiucia 
des  fractions  7^^,  [i,,,  . . .,  7,,,  [i,  et  une  série  d'entiers  ///,,  //,  croissant  indé- 
finiment. Les  fractions  7.,  7.., . .  .  7,,  allant  en  croissant  et  restant  inférieures 
à  une  quelconque  des  fractions  [:i,  auront  une  limite  v  comprise  entre  7., 
et  [i,  et  telle,  par  suite,  qu'on  ait 

o  <  /?,v  —  /?/,  <  2  [m'"' /i":J~' . 

II  serait  facile  de  montrer  que  le  nombre  v  ainsi  défini  est  trans- 
cendant. 

Prenons  maintenant  un  nombre  v,  défini  comme  il  vient  d'être  dit,  et 
considérons  l'éfjnation  analogue  à  (i3) 

Supposons  que  A  ne  contienne  que  des  termes  x'"y"  pour  lesquels  on 
ait  IV)  —  ///  >  o  et  ((ue  les  coefficients  de  tous  ces  termes  soient  positifs. 
Le  développement  H  qu'on  peut  obtenir  à  l'aide  de  cette  écpiation  sera 
convergent  ou  divergent.  Si  nous  considérons  l'équation  analogue 
obtenue  en  remplaçant  A(.i',  ))  par 

A  (j;,  j')  H-  2  (a,'"'vK".  H-  x"'--j"--  -h ...  H-  cr"'o".-  -h .  . .), 

le  développement  H  correspondant  sera  certainement  divergent  quels  <[ue 
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soient.r  et  y.  Le  premier  développement  II  ne  rontennit  que  des  termes 
positifs;  il  en  est  de  même  du  second,  mais,  dans  celni-ei,  le  eocflleient  du 
terme  en  y')"' est  au  moins  égal  à  (/?,v  ^ — '",)"' 5  c'est-à-dire  supérietn- 
à  m"''n"',  ///,/?,  étant  les  nombres  dont  il  a  été  question.  II  y  a  une  infinité 
de  teiines  supérieurs  à  (/ny)'" (/t.v)" ,  termes  (|iii  croissent  indéliiiiment 
quels  que  soient  .»■  et  j.  On  a  clone,  dans  certains  cas,  an  déveluppe- 
ment  H  {x,y)  divergent  si  petits  qae  soient  x  et  y. 

lô.  Bien  que  nous  ne  puissions  rien  affirmer  dans  la  plupart  des  cas, 
sur  la  convergence  de  II,  la  possibilité  de  déterminer  autant  de  teimes 
de  H  (]ue  l'on  veut,  dans  le  cas  d'un  col  ou  d'un  centre  et,  dans  le  cas  d'un 
foyer,  4^ous  les  termes  en  x"'y"  pour  lesquels  on  a  une  des  inégalités, 
m  <  rp,  n  <  rq  va  nous  [)einiettre  de  donner  à  léquation  des  formes  c]ui 
fiiciliteront  la  démonstration  de  certaines  propriétés. 

(Montrons  d'ahoixl  que,  si  l'on  a  déterminé  formellement  /'„(.r), 
//,  (.r),  .  .  .,  /',„(■'■)  !'  I  i>ide  des  équations  (  i4),  les  développements  ol)tenus 
sont  convergents. 

Supposons  déterminés //„,  A,,  .  .  .,  //,,_,  et  la  convergence  de  ces  déve- 
loppements démontrée.  L'érpiation  fournissant  A„  nous  donne  /i,Jo).  Cette 
écpiation  est  une  équation  dillerentielle  en  //„  et  .r,  qui  admet  le  point  sin- 
gulier, /i„{o),  .(  =  o.  En  remarquant  que  l'on  a  <7„(o)=^o,  on  voit 
quelle  admet  inie  seule  intégrale  liolomorplie  //,/>r\  qui  existe  tonjouis 
si  fiv  n'est  pas  entier.  Il  y  en  aura  une  infinité  dans  le  «-as  où,  //v  étant 
entier,  le  coefficient  [i„,„  de  ,t"',  dans  le  terme  indépend;int  de  l'équation 
(|ui  donne  //„,  est  nul.  Dans  tous  les  cas,  en  faisant  «égal  successivement 
à  I,  u,    ),  etc.,  la  convergence  des  divers  développements  est  démontrée. 

On  montrerait  de  même  que,  si  l'on  cherche  à  obtenir  II  en  le  mettant 
sous  la  forme 

/•„  +  /.-,  (,r).r  +  f>:, iy)y-  + . . .  -^  A-,„(.r).r"'+. . . , 

on  obtiendra  pour  /•„,  /. , ,  ...,  /.„,  des  développements  convergents.  On 
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peut  désigner  par  K,„  reiisemble  des  m  -\-  i  [iremiers  termes  de  H  air.si 
développé. 

On  pent  faire  un  changement  de  variables  tel  (jue,  la  nouvelle  équa- 
tion étant  mise  sous  la  forme  i  i),  A  contienne  en  facteur  x"'y".  Consi- 
dérons H„_|,  K„,_,,  ces  deux  développements  auront  un  nombre  Hni  de 
termes  communs. 

Désignons  par  K  la  somme  des  deux  expressions  d'où  l'on  a  retranché 
une  fois  ces  termes  communs.  L'égalité  )\r'K  =  const.  sera  l'intégrale 
générale  d'une  équation  dilférentielle,  qui  se  laissera  toujours  mettre  sous 
la  forme 

(17)  .vdy  -r-_>-[v  -r-  A„,„(.r,r)  -h  j'"')'"!]  (.f,,)-)  |  dx  =■  o. 

A,„„  sera  identique  à  l'ensemble  des  termes  de  A  de  l'équation  (i  i)  (pii  ne 
contiennent  pas  .x'"j"  en  facteur.  Cette  é({uation  (i  i)  s'écrira  donc 

xdy  +  j[v  -\-  A„,„(a-,  j)  +  ,c"'j"iî(.r,  y)  ^x"'y'0^x,  /',]  ^.r  =  o. 

Si  l'on  fait  le  changement  de  variables  xK'  =  x^,  l'é([uation  (17) 
deviendra 

.j,  r/J^-vJf/,t•,  =  o. 

L'équation  (i  1;  se  mettra  par  suite,  en  suppiiniaut  l'indice,  sous  la 
forme 

( 1 8)  xdy  -v-y[v  -\-  .r"'r"D(,f,  >•}]  dx  =  o. 

Le  raisonnement  su[)pose  seulement  f[ue  la  détermination  des  coeffi- 
cients de  K  a  été  possible.  On  {)Ouira  donc  prendre  ///  et  11  aussi  grands 
que  l'on  veut  dans  le  cas  d'iui  col  ou  tl'un  centre  et  in^ pr,  nr^qr  dans  le 
cas  d'un  foyer. 

14.    L'existence  du    développement  H  ne  pouvant  être   démontrée, 
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flicrcliDiis  nue  iiitcgriilc  gciiéialc  d'une  atilic  loinic.  Nous  prendrons  par 

exemple 

F(.r,  r)  =  const. , 

¥  étant   nn  développement  suivant  les  puissances  de  )•,  pour  les  eoeffi- 
eients  duquel  nous  aeecptcrons  n'importe  quelle  fonction  de. c. 

l^(''%.r)  =  /o+./l(-'Or+./;(^),r=-t-.  ..+,/;(■*■  )j'  +  -  •  •• 

I''  satisfait  à  ré(|uation  aux  dérivées  partielles 

('9)  ■'ôi--'rj^.='-f;^\{^r,r). 

Nous  pourrons  écrire 

A(.r,_}-)  =  rf„(.r)-f  o,  (,»•)■)■+ r^(,r)j= +.  .  .  +  f/,(.r)  vM-.  .  .; 

supposer,  lors((ue  cela  nous  sera  utile,  (jne  o^,  a^,  .  .  .,  a,^_,  sont  identi- 
<|uement  nuls  et  (pie  tous  les  antres  eoeflicients  eontienneiit  ,r"'  en 
facteur. 

Dans  ee  cpii  suit,  on  supposera  d'abord  seulement  a^  (,t)  =  o.  On  a 

/;,(•*•)  =  o; 
on  pourra  toujours  prendre /„  ^=  o.  On  aura 

y",  (*■)  =  y/,  (•«■)'     ^'o^»     ^i  (■'■)  =  ^''•''  ' 

on  pourra  prendre  c  =  i . 

Pour  déterminer  les  antres  coefficients,  on  aura 

■<:/■;  (•^•)  =  ^v.A(.r)  -}-  ^Z/mU^v)/:(,r)  [/.•=  i ,  2,  ...(.-  O  |. 

Si  nous  supposons  que  A(,r,  >)  soit  convergent,  pour  [rj^a,  1j|^^, 
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nous  pourrons  achever  de  déterminer  les  /en  supposant  qu'ils  s'annulent 
pour  X  =  a.  On  aura  donc 

l'intégrale  étant  prise  le  long  d'un  contour  allant  du  point  d'aflixe  a  au 
[)oint  d'affixe  .r.  Les  fonctions  soumises  à  la  quadratiue  n'ayant  pas 
d'antre  point  singulier  dans  le  cercle  de  convergence  de  rayon  a  que  le 
point  r  =:  o,  on  pourra,  en  i)osant  .r  =  oc'\  réduire  le  contour  d'intégra- 
tion aux  deux  portions  suivantes  :  i"  une  partie  rectiligne  allant  de  ,r  =  a 
à  ,r  =  0  ;  -2°  un  arc  de  cercle  de  rayon  p  et  de  longueur  oO  allant  du 
point  .r  =  0  an  point  .r  r=  oe'''. 

Je  vais  chercher  des  conditions  suf'lisantes  pour  que  le  dévelop[)e- 
ment  F,  dont  les  divers  termes  sont  détinis,  soit  convergent.  Pour  cela, 
j'examinerai  successivement  ce  qui  se  passe  le  long  des  deux  portions  du 
contour  d'intégration. 

Considérons  d'abord  la  première  portion.  Soit  a  le  maximum  du 
module  de  r/,(.<)  +  oJ^.v)x-h.  .  . -h  a  y'  -^ .  .  .  lorsqu'on  a  \r\  <  h 
et  que  ,r  est  réel  et  compris  entre  o  et  a.  Les  divers  termes  de  A(j-,  r) 
seront  inféiieurs  en  module  aux  termes  correspontlants  de  /-^z^.-  Consi- 
dérons l'équation 

,,.f/^+,.^v  — ^.)^/.f  =  o; 

son  intégrale  générale  est 

ou 

C(x,  j)  =  ij^,x  -h  g. )•--+■■  ■  ■  -+-  Ssf-  ■  •  =  const. 

On  voit  immédiatement  que  les  g,,  g.,,..  .  . ,  g,  sont  donnés  par  des 
équations  de  la  forme  (^i4)>  où  lésa  sont  remplacés   par  des   quantités 
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siipcriciires  en  module  el,  coinnie,  de  ])liis,  [jour  .r=^f/,  les  ^''  sont  des 
(|u;iiitités  positives,  tandis  (|iie  /!, ....  ,  /^',  ...  se  réduisent  à  o  pour  .r  =  a, 
on  voitcjueGest  une  (onction  majorante  de  F.  Pai'  eoiisécpient,  F  coii- 
verg;e,  à  condition  ipie  l'on  ait 

I  ri  <      '  '  /     on      I  )-i  <  0. 

Considérons  la  seconde  portion  du  contour.  Le  développement  trouvé 
devient,  pour.r:=:p,  F(p,  r).  Nous  devons  trouver,  pour  la  seconde 
portion  du  contour,  une  fonction  F  définie  par  l'étpiatiou  (19)  et  se 
réduisant,  pour  0  =  o,  à  F(p,  j").  Remarquons  d'abord  qu'il  suffit  de 
démontrer  que,  en  remplaçant  x  par  pr'",  p  étant  constant  et  Ô  varial)le, 
on  obtient  au  moyen  de(i())  un  développement  ]"()■,  Ô)  se  réduisant, 
|)our  61=0,  à  >".  Pour  éviter  toute  ambiguïté,  désignons  F(j',  9)  j)ar 
A()',  Ô).  La  fonction  F[p,//(x,  9)j,  qui  sera  définie,  pourvu  que  Ton  ait 
|/<()-,  ÔjI  <  0,  satisfera  à  l'écpiation  aux  dérivées  |)artielles  et  se  réduira, 
pourO;=o,  à  F(p,r). 

11  n'y  a  aucun  inconvénient,  à  désigner  par  /,  ,/2,/"3,  .  ..,/!les  difie- 
rents  coefficients  de  /'(j,  0)  dévelo[)pé  suivant  les  puissances  de  j.  On 
aura 

f,=o'"        fÀ^)  =  <''\('^^:A'^^  [A-=  i,:z,:3,  ...  (.V-,)]. 

Pour  avoir  tuie  limite  supérieure  tlu  module  des  /'  il  suffira  de  rem- 
placer (■'"  par  l'unité,  les  a  par  des  quantités  supérieures  en  module  et  9 
jxir  sa  \aleur  absolue,  ce  qui  revient  à  supjjoser  9  positif. 

Nous  allons  maintenant  su])poser  (|ue  l'on  a 

a,{x)  =  a,  (,«■)  =  .  .  .  =  «„_,  (.r)  =  o 
et  (pie  tous  les  autres  termes  de  A(^.r,  j)  contiennent  en  facteur  o.'"  (dans 
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le  cas  d'un  foyer  on  .uira  tn  '2 pr,  n'ifp').  On  pourra,  par  suite,  désigner 

-m  0 

par  ^~  le  maximum  du  jiiodule  de 

a„{x)  H-f,„^,(.r)j-(-  .  .  ., 

lorsque  y  reste  à  l'intérieur  de  son  cercle  de  convergence  et  que  .r  décrit 
le  cercle  de  rayon  p.  Il  en  résulte  que,  si  l'on  considère,  pour  l'équation 

()"         do-  3'™  1-"+' 

(20"1  -if  =  ^  M-^ ' 

^        '  ëi         dy     b-y 

l'intégrale  se  réduisant  à  y  pour  6  =  o,  cette  intégrale  sera  une  fonction 
majorante  de  /t()-,H).  Or,  cette  intégrale  existe,  puisque  l'équation  (io) 
est  une  équation  poiu-  laquelle  6  =  >•  =  o  sont  des  valeurs  ordinaires.  Ou 
peut  donc  trouver  £  et  z'  tels  que  A( r,  6)  soit  convergent  pour  j  k)  <  s, 
I  9  I  <  î';  on  peut  prendre  £  et  t'  assez  petits  pour  que  l'on  ait  ]  //  (,)'9)  |  <  o. 
Si  l'on  cherche  le  développement  de  g  ordonné  maintenant  suivant  les 
puissances  de  6,  le  ternie  indépendant  de  0  étant  )  ,  le  terme  eu  6  con- 
tiendra p"'S7"  en  facteur,  et  d'une  façon  générale  G  n'entrera  dans  le 
développement  que  par  l'expression  [ip"'j"G.  Le  développement  A  sera 
donc  convergent  si  l'on  a 

|j,<£,  l,r"y'0|<Y,. 

Proposons-nous  de  déteimiuer  ces  limites  £  et  r, . 
L'équation  de  comparaison  est 

[b  —  r)  (/)■  H-  [ip'"  }-'"^'  r/i^  —  o. 

Si  Ton  pose 

[ip"'r''G  =  co,         y  =  bz, 

l'équation  devient 

(  1  —  z  —  nio)  (Iz  -t  -  r.  (k'i  =  o. 
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E(|iiatioii  (loiil  l"intt''i,'rale  générale  est,  ptMir  ii  ^  \ , 

—  ==  const. , 


«  /  n  z 

4    /     1 //  10 

\  «  -h  I 


ce  qdi  iléliiiil  un  développement,  en  z  et  w,  se  réduisant,  pour  (.):=o,  à 
un  développement  dont  tous  les  termes  sont  positifs.  \\n  renipla(;ant  (o  et  r. 
par  leurs  valeurs,  on  aiwa  donc,  <(  Jurtïori,  une  fonction  majorante 
de//-(>-,0).  Le  développement  trouvé  sera  convergent  et  restera  inférieur 
à  0  si  l'on  a 

/'  —  1  I  I         '  -I  '       '  y'a 

On  |)rendra  pour  :;  la  plus  petite  des  àe\\\  limites. 

Dans  le  cas  ohn  est  égal  à  i ,  l'équation  de  comparaison  a  pour  intégrale 

{-■-\-  co)<~-=  const. 

Si  l'on  coîisidère  la  fonction  x;'  déterminée  par  la  relation 

ce  sera  une  fonction  lioIomorj)he  de  r.  etco  dans  le  voisinage  de  r  r=  co  =  o. 
Cette  fonction  est  solution  de  ('io)  et  se  réduit  a  r.  poui-  to  égal  à  o.  Elle 
fournira  donc,  à  un  facteur  constant  piès,  une  fonction  majorante  de  h. 
Celte  fonction  majorante  sera  liolomoiphe  j)Our  toutes  les  valeurs  de  ;  et  co 
telles  que  i,'-  ne  prenne  pas  !a  valeur  ////,  pour  Lupielle  la  dérivée  de  gc~' 
est  nulle.  11  sufHt  de  plus  pour  que  //(r,  6)  reste  inférieni-  à  o  que  g  soit 
inférieur  à  o.  On  satisfait  ii  toutes  ces  conditions,  en  prenant 
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Nous  obtenons  donc  une  intégrale  générale  de  la  forme 

rf,  {x)  4- j' /.(.)•)  H-  .  .  .  =  const. , 

le  premier  membre  étant  un  développeniQnt  suivant  les  puissances  de  y, 
convergent  pour 

\x\<i  et  |.r"y'^l  <'/■., 

Ô  désignant  l'argument  de  x. 

\ô.  Oïl  peut  trouver  des  conditions  de  convergence  toutes  dilléreates, 
pour  le  développement  F,  dont  il  vient  d'être  question,  en  opénint  de  la 
façon  suivante  : 

Posons  X  ^  ae~"  avec  u  =  acosco  -f-  /asiiuo;  lo  et  cr  sont  de  nouvelles 
variables  réelles.  Nous  ne  considérons  que  des  valeurs  de  a' telles  quecosto 
soit  [)osilif  puisqu'on  prend  j,t]  •<  a. 

Les  fonctions  /,  j/,,/^  définies  tout  à  l'heure  seront  des  fonctions  uni- 
formes de  u.  On  a 

/. = ^'"""  j  2  ^'"^-'f''  ^""  '^" • 

L'intégrale  peut  être  prise,  puisqu'il  s'agit  d'une  fonction  uniforme,  sui- 
vant une  ligne  droite  allant  de  o  à  «dans  le  plan  de  la  variable  complexe//. 
On  obtiendra  une  limite  supérieure  du  module  des/",  en  remplaçant  /"'" 
par  e'"""'*'"  et  les  a  par  les  ternies  correspondants  dune  fonction  majo  rante. 

Prenons  pour  cette  dernière  t—^ —  Ces  substitutions  reviennent  à  coii- 
sidérer  l'intégrale  de 


dy  H-  J  (  —  va  ces  w  H-    ^^    j  f/rr  =  o , 
qui  se  réduit  à  >'  pour  '7=0.  Cette  équation  a  pour  intégrale  générale 


-.-7COS.,,    J  _  V-  — \  =  const 

■'  \  *         V  y  cos  ti>       ' 
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Celle  intégi'Jilc,  (|ni  se  réduit  pour  7  =  0,  ;i  une  fouclioii  de  )'  dunl  tous 
les  coefiieieuts  sont  positifs,  est  a  Joilion  une  foneliou  majorante- 
Ou  a  \\\w  foneliou  liolornorplie  de  )  ,  tant  (pie  l'on  a 

v/mm.s(o 

I  T    < 

'"^    '  v-h  ->r  V  cosio 

Soit 

011  aura 

—  I  og  p 


La  condition  de  eouvergeuce  devient 

~v61o"o 


r  < 


a6vAi^  +  (logp)^-vlogp 

Pour  y  satisfaire,  il  suffit  de  prendre 
et 


r 


a/y^//,^  + 


Suivant  les  eireonstanees,  l'une  ou  l'autre  des  deux  conditions  de  conver- 
gence trouvées  pour  F  peut  être  plus  avantageuse. 

1(>.    Demandons-nous  (pielle  est  la  forme  des  Ibiictious 

./\{-^).  Ai^^),   ■■■,  /;(•'•) 

(|ue  nous  avons  introduites.  Examinons  d'abord  le  cas  d'un  col  ou  d'un 
centre.  Au  lieu  de  me  servir  de  rex])ression  de  ces  fonctions  sous  forme 
d'intégrales,  je  trouve  plus  commode  d'opérer  de  la  fiiçon  suivante. 
|j'é(piation  avant  pour  intégrale 

ri'(//o  -h-  //,.)"  -h  /'aj'"'  -h  .  .  .  +  //„.)"';  =^  const.  ou  n  =  coust. , 


^ 
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étant  mise  sous  la  forme  (i  T,  a,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  remarqué, 
mêmes  termes  ne  contenant  pasj*"*"'  que  l'équation  donnée.  11  en  résulte 
que  les  fonctions /,  5/2,  .  .  .,/„  seront  identicjues  pour  les  deux  équations. 
Supposons  que  pour  .r  =  a  l'intégrale  [u]  se  réduise  à 

L'équation 

/7„ K  ^  Z»,  K=  +  A, K^  ~+- .  .  .  4^  A„K"= //, 

définit  une  fonction  K  qui  est  une  intégrale  de  l'équation  que  nous  venons 
de  former,  et  cette  intégrale  se  réduit  à  un  pour  .r  =  a.  Les  //  |)remiers 
termes  de  K,  développé  suivant  les  puissances  de  )•,  seront  identicpies 
aux  n  premiers  termes  de  F(.i',  j)  intégrale  de  l'équation  (1  1).  ()r,  on  a 

K  =  u{<\  -A-c^n  -+-  c^ir  -h  ...  h-  c„//"  +  .  .  .  ), 

les  c„,  c,,  .  .  .,  c„  étant  des  constantes.  II  en  résulte  qu'à  un  facteur 
près  c„  on  a 

f^[x)=x'[hjx)  ^^Z.r^'-l„Xx)\  [.y=.  1,2,  .  .  .,(«— P|, 

hj^x)  étant  la  série  en  x  dont  nous  avons  démontré  la  convergence  à 
propos  de  la  recherche  de  H  (.r,  }"  ^  15;  'y,„(^)  étant  des  développements 
qui  sont  des  fonctions  linéaires  de 

h,{x),      /t,{x],       ...,      A,(.r). 

L"uités;ralc  F  considérée  peut  dune  i écrire 

y.v'[\  +  rfj^x.x')  -^  y-  fjx,x')  +  .  .  .  +  r"/,(.r,  .r'') -h  •  •  •]  =  const., 
Sj-"a,'^''y„,(.r)  =  const. ,  //  =  1  ,  2,  .  .  .  ;  .y  =  1 ,  2,  .  .  . ,  //, 

'|„^  étant  un  développement  suivant  les  puissances  de  .r  con\ergent  pour  a; 
suffisamment  petit. 
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17.  Nous  allons  conclure  de  là  que,  dans  le  cas  d'un  centre,  on  peut 
trouver  luie  intéi;rale  i^éiiérale  de  la  forme  ),r''  H(.r,  j")  =  const.,  H  étant 
lioloniorplie  dans  le  voisinage  de  .v  =  y  =  o. 

Remplaçons  dans  l'équation  dillerentielle  etdansl'intéi^rale.r  par  ir''"', 
/.•  étant  un  entier.  L'équation  dillerentielle  ne  changera  pas;  il  en  ré>4ilte 
(juc  le  nouveau  il  ohtemi  sera  encore  une  intégiale  générale  de  la  même 
é(]uatiou  dilléicnlielle;  il   en    sera   de  même   de    la    sonune  des  diverse 

obtenus  en  domiant  à  X  les  valeurs  o,  1,2,  y —  i,|v=-|-  Considérons 

dans  cette  somme  les  termes  provenant  d'un  terme  r"*'"'^ ,„(■'))  s'  '  *'" 
pose  6'"""=  co  l'eusenible  de  ces  ternies  peut  s'écrire 

_7-".r"'},„(.r) [ £  +  co-'+  or' -^  .  .  .  +  oy-')^]. 

Cette  sonune  sera  nulle,  puisque  co'"  est  égal  à  i/n,  à  moins  que  co"  ne  soit 
égal  à  i/n.  Ce  dernier  cas  ne  se  présente  que  si  v  est  un  entier,  c'est- 
à-dire  si  s  est  un  multiple  de  fj.  Tous  les  termes  de  la  somme  où  s  ne  sera 
j)as  un  multiple  de  q  disparaîtront.  Il  ne  restera  que  les  teiines  où  vv  est 
entier,  et  |)ar  suite  nuilliple  dey;;  comme  on  a  ///  >  s,  11  sera  au  moins 
égal  à  (].  L'intégrale  obtenue  contiendra  y''x''  en  facteur. 

Nous  aiii'oiis  (Idiis  le  cas  d' un  centre  une  intéi^rale  de  la  forme 

.r''.r'K(.r,j), 

K  étant  une  fonction  Iioloniorphe.  On  déduit  immédiatement  de  là  l'exis- 
tence d'une  intégi'ale  de  la  forme  )•.(' H  (.c,  r)  =  const.  Il  est  donc  poss/b/e 
(le  déternnner  les  constantes  restées  arbitraires  dans  les  Ii,  (.r  île  luaui'  rc 
à  obtenir  un  développenwnt  H  convergent  ('). 


(')  On  (liilt  rfiii;ii'(]riei'  ranalogie  entre  la  nii-llioile  eniploxre  et  la  niétliode  (lonnce  par 
1\I.  J.  l>en(li\>on  (Slockliolin  Ofversigt,  i8gj),  mélliode  qui  jienl  êUe  considérée  connue  la 
généralisalion  d'une  ilémonstralion  donnée  par  M.   Poincaré  [Journal  de  mal/ic/iiatif/iies, 

i885). 
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J8.  Dans  le  cas  fl'un  foyer,  ou  se  rend  compte  facilement,  [)ar l'examen 
des  équations  (i4)  déiinissanl  les  //„,  qu'on  peut  trouver  des  intégrales  de 
forme  assez  simple  de  ces  écpiations  en  prenant  les  fonctions  suivantes  : 
1°  pour  //  <  /r/,  //,^  est  un  développement  holoinorphe  ;  -i"  [)onr 
rq  <i  II  <i  '2-i'f]-i  II,,  est  la  somme  d'un  développement  holomorpiie  et  d'un 
terme  de  la  forme  .r'^'log.i' o„  fa)  ;  9„('')  étant  holomorphe  pour  .r  =  o  ; 
cp,.^,(.r)  se  réduit  à  une  constante;  3"  \)onv  krcj  %n  •<  (/•  +  i)/'7,  /'„  est  la 
somme  d'un  développement  liolomor[)lie  et  d'un  terme  de  la  forme 

/?«  prenant  les  valeurs  1,2,  .  .  .  ,  Aet9„^(.r)  étant  holomorphe  pour, r  =  o. 
En  raisonnant  comme  nous  l'avons  fait  dans  le  cas  d'un  col  ou  d  un 
centre,  de  l'existence  de  cette  intégrale  formelle 

)\f''[/<„(a.')  H- jA,(.r)  +  j-//.,(.t)  -h.  .  .  H-  )■"//„  (,(•) .  .  .]  =const., 

dont  la  convergence  n'est  pas  établie,  nous  concluons  l'expression  des  dif- 
férents termes  f^{.r),  /'„{,x:),  .  .  .  ,  f„{.r)  de  l'intégrale  dont  nous  avons 
étudié  la  convergence.  ,/„(■<)  sera  un  polynôme  de  degré  «  +  i  par  ra[)- 
port  à  .r  contenant  .r'  en  facteur  et  nu  polynôme  de  degré  A'  par  rapport 
à  ,i'''log.r,  si  l'on  a  krq'^ii  <  [k  -f-  \)i'q.  Lescoeflicientsde  ces  polynômes 
sont  des  fonctions  de  x  holomorphes  pour  ,f  =  o. 

La  nature  de  ces  termes  montre  qu'il  est  bien  naturel  que  la  valeur  de 
l'argiunent  de  .r  intervienne  dans  la  condition  de  convergence  du  déve- 
loppement F  (.r,  y),  tout  au  moins  dans  le  cas  d'un  foyer. 

10.  Dans  le  cas  dnn  centre,  on  conclut  de  l'existence  d'une  intégrale 
générale  r.r'H(,r,  )  )  =;  c,  c  étant  une  constante  arbitraire,  et  H  étant 
holomorphe  pour  |.c  <  r,,  \ y\  <  î,  qu'il  ne  passe  par  l'origine  (pie  les 
deux  intégrales  x  =  o,  y  =  o,  ou,  d'une  façon  plus  précise,  que  les  carac- 
téristiipies  fournies  par  les  deux  intégrales  holomorphes.  Pour  toute 
autre  intégrale,  obtenue  en  donnant  à  c  une  valeur  dilférente  de  zéro,  on 
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voit  iiiiiiiédiateiiK'nt  (|iie.  si  r  tend  vers  zéro  d'une  façon  quelconfjne,  I  )| 
devient  supéricin-  à  s.  l/iiilégrale  sort  Au  elianip  de  convergence,  oii 
nous' pouvons  rétndiei'.  l/cnonce  (]ni  |)réeède  est  encore  exact  nu  nie  si 
les  varial)Ies  .f  et  j"  ne  scjnt  ])as  telles  (jne  les  deux  intégrales  hoionioipiies 
soient  x  ^=  o  et  y  =  o. 

(]es  conclusions  subsistent  dans  le  cas  d "un  col  lorscpie  le  développe- 
ment ]\[x,y)  dont  nous  savons  déterminer  les  termes,  est  convergent. 
S'il  n'en  est  pas  ainsi,  je  ne  puis  aflirnier  (pie  les  conclusions  subsistent, 
bien  (pie  la  chose  paraisse  probable. 

Dans  le  cas  d'ini  foyer,  les  conclusions  (pii  précèdent  sont  fausses. 
Nous  montrerons  (j(i  il  existe  une  infinité  de  caractéristiques  pour  les- 
(juelles  X  et  Y  tendent  tous  les  deux  vers  zéro. 

Je  vais  étudiei'  (piekpies  piopriétés  des  intégrales  de  rérjuation  diflé- 
rentielle  dans  le  voisinage  des  valeurs  singulières  x  =;  o,  y  =o.  (^es  pro- 
priétés sont  communes  aux  ("as  d'un  col,  d  un  foyer  on  d'un  centre. 

On  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Si  l'on  cousulère  une  euraetéristique  pour  Uajuelle  |  .r^j'^Ô  |  ne  devienne 
pas  infini,   \y\  deviendra  supérieur  à  t. 

£  est  la  limite  de  |  j  ]  telle  (jue  le  développement  F(.r,  j;  soit  conver- 
gent; a,  et  [i  sont  des  nombres  positifs  (pjelconcjues,  dans  le  cas  d'iui  col 
ou  d'un  centre,  assujettis  aux  conditions  7.  <  y^/-,  '^"iqr,  dans  le  cas  d'un 
foyer;  9  est  l'argument  de  x. 

Kn  elfet,  on  peut  trouver  des  nombres  ///  et  n  et  faire  un  chan- 
gement de  variable  tel  que  F(.r,  j)  soit  convergent  pour  |.r"'>"Ô  j  <y, , 
j)!  <  £;  l'im  au  moins  des  nombres  m  et  n  étant  respectivement  supé- 
l'ieur  à  a  et  à  [i.  Si  \x\y'^^\  ne  croit  pas  indéfiniment  |,i'")-"9|  tendra 
vers  zéro  avec  x,  la  première  condition  de  convergence  finira  toujours 
par  être  vérifiée.  Si  la  seconde  l'était,  la  caractéristique  considérée  satis- 
ferait à  la  relation  F(a',  j^j  =;  const.,  ou 

(  2 1  )  jx"  [  I  +jj\  (x,  x')^.  ..  +/;,  (x,  .r^)  +  ...]=  c. 
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D'après  ce  que  nous  avons  dit  sur  ies  fonctions  majorantes  de  F,  cm 
sait  que  F|  est  inférieur  au  module  d'une  fonction  de  comparaison  dont 
tous  les  termes  contiennent  ,v'  en  facteur;  ce  module  tend  donc  vers  zéro, 
f^a  constante  c  fournissant  la  caractéristique  ne  peut  être  que  c  =  o.  Or 
à  c  =  o  la  relation  (21)  ne  fait  correspondre  que  les  intégrales  x^=o, 
j- =r:  ().  11  en  résidte  qne  |  i"  [  ne  [)eut  rester  inférieur  à  s.  Le  théorème  est 
démontré  pour  les  nouvelles  variables  employées.  Le  théorème  est  encore 
vrai  pour  les  variables  primitives  de  ré([uation  (y,),  à  condition  toutefois 
que  ce  soient  celles  de  l'équation  (i  0,  c'est-à-dire  que  les  deux  intégrales 
liolomorphes  soient  .r  =  o,  )•  =:  o.  Ru  effet,  soient  X  et  Y  les  nouvelles 
variables,  6  l'argument  de  X  ;  f,  )',  0  se  rapportant  aux  variables  primi- 
tives. On  a  les  relations 

X-,r, ,+...),  Y  =  .r(.-F...) 

qui  montrent  que  le  rapport  des  modules  de  .f  et  de  X  reste  fini  et  différent 
de  zéro  et  que  la  différence  des  arguments  reste  finie  lorsque  x  et  j  restent 
compris  dans  le  champ  .v'  <  a,  )  <  b,  pour  lequel  les  changements  de 
variables  sont  valables.  Il  en  est  de  même  pour  les  modules  et  les  argu- 
ments dej*  et  de  Y.  Il  résulte  de  là  que  si  X^Y'^H  croît  indéfiniment,  il 
en  est  de  même  de  .î*j^9,  et  réciprocpiement. 

Si  l'équation  1^  atlmet  l'intégrale  ,r  =  o  et  non  l'intégrale  )=  o,  le 
résultat  obtenu  doit  être  modifié.    Nous  avons  \  =  0!,r) -)-)'(  1  -|-     .  .^; 

le  rapport  —    peut  devenir  nul    ou  croître  indéfiniment,   et,    par  suite, 

X^Y^t)  pourra  rester  fini  ou  cioître  indéfiniment,  sans  qu'il  en  soit  de 
même  dex'^j"^.  Mais  nous  pouvons  considérer  .l'^O,  et  la  démonstraticni 
employée  montrera  que  si  cette  quantité  ne  croît  |)as  indéfiniment  1  j-*  | 
deviendra  supérieur  à  £.  On  montrerait  de  même  que,  si  l'équativn  admet 
l'intégrale  y  =^  o  sans  l'intégrale  x  =  o,  il  faut  pour  cjne  \y\  reste  infé- 
rieur à  i  que  y'' h  croisse  indéfiniment. 

Dans  tous  ces  cas,  pour  qu'une  caractéristique  reste  comprise  dans  le 
champ  de  convergence  {\y\  <  s)  lorsque  x  tend  vers  zéro,  il  faut  que  0 
croisse  indéfiniment. 
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Aucune  des  cantetéiistiques,  pour  les([uelles  rjugumeiit  de  .r  reste  (iiii, 
ne  lesteia  eomprise  dans  le  champ  de  convergence  lorsque  .r  tend 
vers  zéro. 

On  ne  peut  pas  énoncer  de  résultat  analogue  dans  le  cas  où  l'étpiation 
didérentielle  n'admet  ni  l'intégrale  .ï==o,  ni  l'intégrale  >•  ;=  o.  Poui- 
s'en  rendre  compte,  il  suffit  de  considérer  Fécpiation  à  coefficients  réels 

{.V  -h  .  .  .)dr-\-  ( r  + .  .  . ) <•/.»■  =  o 

dont  INI.  Poincai'é  a  étudié  les  intégrales  réelles,  l'origine  étant  soit  un 
foyer,  soit  un  centre.  Nous  avons  une  infinité  de  caractéristiques  pour 
lesquelles  on  a  constamment  ''.v\  <^,  i_r|  <  £,  l'argument  de  ,r  restant  nul. 

On  peut  énoncer  le  théorème  suivant,  analogue  au  précédent  et  dont 
la  démonstration  se  fait  de  même.  Désignons  par  0  et  to  les  argiuiients 
de.tetr;  par  a  et  [i  deux  nombres  positifs  (pieleonques  dans  le  cas  (l'im 
col  et  assujettis,  dans  le  cas  d'un  foyer,  aux  inégalités  a  </>>/•,  ['^  JJ'', 
une  de  ces  inégalités  pouvant  être  renqjlacée  j)ar  l'égalité,  /'our  toiile 
cdvaclvrisùqnc  pour  huinelle  .v  et  y  leiidcut  siiniiltaiiéiiieiit  vers  zéro  : 
I  "  \i  l'éqnntioii  admet  les  deux  i/ttégrales  .v  =  o,  y  =  o,  .e'\y''"b  et  ,v'\)'^  lo 
eroissent  indéfiitiiuenl  ;  :>"  si  l'éeinatio/t  admet  l' intégrale  x  =  o,  .«'''O  et 
X^O)  eroissent  indéfiidinent ;  '\°  si  Véeination  admet  rintégrale  )-  =  o, 
^'^Ô  et  j^ho  eroissent  indéfininient. 

Il  en  résulte  que,  quelle  (pie  soit  la  valeur  de  v,  si  l'équation  admet  les 
deux  intégrales  .r  :=  o  e\  y  ^=-  o  [)our  toutes  les  car.ietér  isti(jues  tendant 
vers  l'origine  .lO,  jto,  }'0,  )"W  croîtront  indéfiniment. 

Aucun  ele  ces  résultats  ne  subsiste  si  r  équation  (i)  neilniet  ni  l'inté- 
grale a;  =  o,  ni  V  intégrale  y  =  o. 

20.  .le  me  propose  de  mettre  en  évidence  que  |.c'')'^''Ôl  croît  indéfini- 
ment lorscpie  .r  tend  vers  zéro,  si  j  )  |  icste  inférieur  à  s,  en  me  servant  de 
l'écpiation  dillérentielle,  sans  employer  l'intermédiaire  du  développement 
donnant  l'intégrale  générale.  Soient  .f  =  pc^,  K  ^re"".  Considéions  une 
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caractéristique  pour  laquelle  .r  tend  vers  zéro,  0  peut  êti-e  regardé  comme 
une  fonction  de  p  définie  [)ar  la  loi  suivant  la(|nelle  .c  tend  vers  zéro; 
/•  et  co  sont  des  fonctions  de  p  définies  par  les  deux  é(]natioiis  obte- 
nues en  égalant  séj)aréineat  à  zéro  la  partie  réelle  et  la  partie  imaginaire 
de  l'équation  dillerentielle.  On  a 

^'  ^  /r/co  -+-  (  ^  +  iS\  (v  +  <?'"""* '  p'"/'"  A  ipr'",  re"-')  =  o, 

(21)  —  -f-  ^^  -h  o"'~' /"Cdo  -+-  o"'r"Vid)  =  o, 

en  posant  A'pe''',  n"")=  C  H-  /D,  C  et  D  étant  des  fonctions  de  /■,  p,  co,  0 
qni  pour  p  <  c^,  ;■  <  ^  restent  inférieures  en  module  à  un  nombre  fixe  ;x. 
Soient  pu,  0„,  /•„,  ojj,,  les  valeurs  initiales  de  la   caractéristique,  ou  aura 

(2a)       "  p"'log7-— p'^  log''„+  f  Q"'-'r"C(/p^  f  p"'/-"D^/0  =  o. 

Supposons  que  p  aille  toujours  en  diminuant  et  que  0  varie  toujoiu's 
dans  le  même  sens,  en  croissant  par  exemple.  Nous  reviendrons  sin-  ces 
hypothèses,  sans  lesquelles  il  me  paraît  dilticile  de  faire  une  démonstra- 
tion rigoureuse.  Dans  ces  conditions,  p  tendant  vers  zéro,  le  troisième 
terme  du  premier  membre  reste  fini,  le  second  est  constant,  le  premier 
croît  indéfiniment;  il  faut,  par  suite,  ([ue  le  quatrième  croisse  iiidcfini- 
ment.  Ceci  exige  que  0  croisse  indéfiniment.  Je  vais  montrer  (pi'il  faut 
également  f]ue  p'/"0  croisse  indéfiniment,  7. étant  inlérieur  a  w,  pour  toute 
intégrale  pour  latpielle   y  1  reste  inférieur  à  î.  Si  cette  (piantite  re>tait  finie 

on  aurait  . 

i  _  i 

p='/-"f»<A-,  r</^{p^(if\    .  - 

k  étant  un  nombre  fixe.  En  remplaçant  /■  par  cette  valeur  dans  ^22)  ou 
augmente  le  premier  terme;  on  augmente  également  le  dernier  terme  en 
remplaçant  en  même  temps  D  par  ;x,   maximum  de  son  module    Si  dans 


fyX  H.     Dlir.AC. 

ces  conditions  nous  montrons  que  le  premier  membre  de  ('^-a )  devient 
né2,.'itif',  nous  aurons  montré  qu'on  ne  peut  pas  avoir  simultanément, 
pour  X  tendant  vers  zéro,  p'^/''^  <  /.•  et  |  r  j  <  £• 

l'ji  ne  considérant  que  les  termes  qui  deviennent  infinis,  on  voit  que  ce 
[)renuei'  membi-e  se  réduit  à 

(v- :)  losp -»-,('( ;'.^p"--^)?- 

Or,  dans  le  cas  d'un  col  on  d'un  centre,  on  peut  prendre  m  et  n  tels 
que  V  —      soit  [)Ositif.  Il  en  est  de  même  dans  le  cas  d'un  foyer  d'ordre  r, 

puisque  v  =  ^  et  qu'on  peut  prendre  m  =  rp,  n  =  rq.  On  peut  de  plus 

supposer  p  assez  petit  pour  que  \hk^"'~''' soit  néji;atif.  Les  deux  termes 

deviennent  donc  négatifs. 

21.  Nous  avons  supposé  que  p  et  9  vanaient  chacun  dans  le  même 
sens;  ce  ne  sera  pas  une  hypothèse  restrictive,  si  nous  montrons  qu'à  tuie 
caractéristique  obtenue  en  prenant  la  valeur  initiale  .r„  =  py*^''  ,  et  faisant 
décrire  à  ,r  un  arc  aboutissant  au  point  ^c'^\  et  pour  laquelle  on  ait  tou- 
jours \y\  •<  î,  on  peut  faire  correspondre  une  caractéristique  ayant 
mêmes  valeurs  initiales  .r„,i'„,  et  mêmes  valeurs  finales  .r  et  7,  et  obtenue 
eu  faisant  décrire  à  x  un  arc  de  courbe  pour  lequel  p  aille  en  décroissant, 
et  0  en  variant  toujours  dans  le  même  sens,  cette  caractéristique  satis- 
faisant également  à  la  condition  |  j"|  <<  t.  Mais  on  ne  peut  atlniettre  a  priori 
qu'il  en  soit  ainsi,  caries  valeurs  de  |r|  correspondant  à  la  première  carac- 
téristique pouiraient  rester  inférieures  de  £,  tandis  qu  il  pourrait  ne  pas 
en  être  de  même  pour  la  seconde  caractéristique. 

Rn  ell'et,  si  9  ne  varie  pas  toujours  dans  le  même  sens,  il  existe  dans  le 
plan  des  x  des  rayons  vecteurs  issus  de  l'orii^ine  et  sous-tendant  un  arc 
de  la  courbe  dé.crite  par  x.  Soit  a[iY  cet  arc,  7.  étant  plus  éloigné  de  zéro 
que  ne  lest  y-  Considérons  la  caractéristique  définie  lorsque  .r  parcourt 
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cette  courbe;  soit_^)\,,  _).,  les  valeurs  dey  lorsque  x  se  tiouve  en  c/.,  eu  y. 
Considérons  l'intégrale  répondant  aux  conditions  initiales  suivantes  : 
pour  t  eu  Y)  J'  prend  la  valeur  )„.  Si  l'on  t'ait  varier.c  de  y  en  a.  suivant 
le  rayon  vecteur,  il  est  facile  de  montrer  f|ue  \y\=''  ^à  en  diminuant. 


L" égalité  {ui)  nous  donne  poiu'  r/6  ^=  o 

p  (/r  +  /\v  H-  o'"/'"  C)  r/p  =  o  ; 

r  va  en  diminuant  lorsque  s  augmente,  puisque  v  -+-  ç'"/"  C  a  le  signe  de  v 
pour  les  valeurs  de  ç>  et  de  /*,  suffisamment  petites,  que  nous  considé- 
rons. 

Nous  avons  doue  une  fonction  j)^  (et)  satisfaisant  à  l'écjuation,  et  définie 
tout  le  lona  du  contour  cc^iy^î  t'e  contour,  ne  renfermant  pas  l'origine,  ne 
renferme  aucun  point  singulier  (\eyi[x),  on  peut  renij)lacpr  l'arc  7,|iy  par. 
0,0-',  y  restera  inférieur  à  t.  En  opérant  ainsi,  on  remplacera  la  courbe 
par  une  courbe  pour  laquelle  0  varie  toujours  dans  le  même  sens  on  reste 
constant;  on  pourrait  même  supprimer  cette  dernière  restriction. 

Il  est  facile  de  montrer  ensuite,  par  un  raisonnement  analogue,  cpi  on 
peut  remplacer  la  spirale,  p^  9t^))  suivant  laquelle  x  tend  vers  l'ori- 
gine, par  une  spirale,  p,  =  9,  (9),  tangente  à  la  première  en  une  infinité 
de  points  et  telle  que  l'on  ait  p,  ;^p,  p,  allant  toujours  eu  diminuant. 

22.  Ces  ren)arques  vont  nous  servir  à  comparer  la  condition  nécessaire 
trouvée,  dans  le  cas  où  l'équation  admet  l'intégrale  ,r  =  o,  pour  tpi'il  y 
ait  une  intégrale  pour  laquelle  .r  et  r  tendent  vers  /.éro,  à  une  condition 
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indiquée  par  M.  Picard  (').  M.  Pifa«'d  fait  reinarqnor  qu'il  faut  que  .?• 
tende  vers  l'orii^ine  dans  le  plan  des  x  en  déerivant  un  arc  de  longueur 
infinie,  il  eu  est  bien  entendu  de  même  poiu^}' si  l'écpiation  admet  1  inté- 
grale }'=o.  Nous  avons  vu,  d'autre  part,  que  l'écpiation  admettant  l'in- 
tégrale .r=o,  la  quantité  p9  croît  indéHuinient.  Si  nous  n'imposons  à  la 
coiu'be  décrite  par  le  point  x  de  coordonnées  p  et  0  aucune  restriction,  les 
<\eu\  conditions  :  i"  cette  courbe  a  une  longueur  infinie;  2"  pour  cette 
courl)e  pO  croît  indéfiniment,  sont  distinctes.  Un  arc  de  courbe  peut 
avoir  une  longueur  infinie,  sans  que  pÔ  croisse  indéfiniment,  et  récipro- 
(|uement.  IMais,  si  l'on  impose,  comme  on  peut  toujours  le  faire,  la  res- 
triction (pie  sur  l'arc  de  courbe  p  diminue  et  9  varie  toujours  dans  le 
même  sens,  /a  coiiditioii  :  p9  croît  iiidcfiniiitenl  eiitraiiic  la  vuiiditiun  : 
.V  tend  vers  /O/wi^-uic  suivant  un  arc  de  longueur  infinie. 

En  ellét,  l'arc  de  courbe  décrit  depuis  le  point  p  =  p,,;  0  =  o  jusqu'au 
point  pO  est  supérieur  à  l'arc,  d'angle  au  centre  G,  décrit  sur  le  cercle  de 
ravon  p,  et  pai'  conséquent  supérieur  à  p9,  et  doit  croître  indéfiniment. 
La  réeiproijue  n  est  pas  vraie.  Si  l'on  considère  la  spirale  pO  =  i ,  elle  a 
une  longueur  infinie. 

25.  Nous  avons  dit  n  avoir  aucune  raison  rigoureuse  pour  admettre 
qu'il  n  y  ait  pas,  dans  le  cas  d'un  col,  des  caractéristiques  autres  que 
(■:=()  et  )■  =  o  pour  Icscpielles  x  et  7  tendent  vers  zéro.  Nous  allons 
montrer  (|uc,  dans  le  cas  d' un  foyer,  il  existe  toujours  une  infinité  de 
eaTactcrisliiiucs  pour  Ics/p/cUes  x  et  y  tendent  simultanément  vers  zéro. 

On  peut  toujours,  en  prenant  pour  nouvelles  variables  ax'''  et  j''^', 
a  étant  luie  constanle  convenable,  mettre  l'équation  (18)  sous  la  forme 

xdy  -+-  r|  I  -\-  •-ixy{  I  -h  !))]  f/,r  =  0, 

B  contenant,  en  général,  des  puissances  fractionnaires,  mais  s'annulant 


(')   \'oir  Traite  d'Analyse,  l.  111.  ii"  iS. 
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pour  ,!?=  )  =  o  et  devenant  aussi  petit  cpie  Ion  veut,  pour  .r  et  >■  suffi- 
samment petits. 

Si  l'on  divise  les  deux  membres  de  léquation  par  i  +  .x;r(l  H-  B),  la 
somme  des  coefficients  de  xdyeX  de  >v/.r  étant  égale  à  un,  pour  la  nou- 
velle équation,  celle-ci  se  met  sous  la  forme 

a:  (i  —  .vy  —  .';)'9)  f{y  +,'"(  '  H-  -V  +  •^!''9)  <^'*-'  '-^  ^• 

En  posant  x=  cc~"',  r^  ?<''^"\  l'équation  précédente  devient 

dp  =  o'    I  -^  '-p'  (ào. 

En  séparant  la  partie  réelle  de  la  partie  imaginaire  et  prenant 

(.0  :=  li-^  it,  z  =  re  --      ' ' ,  9  =  7.  +  / [i, 

et  supposant  A  constant  et  t  variant  seul,  on  a 

dr=  /■' [(i  +  a)cosO  — [i  sinO|  ^//, 
(l()  =  nr-  [[i  cos6  -h  (  I  H-  c.)  sinO  |  c//^. 

a  et  [i  seront  des  fonctions  de  /,  /•  et  6  qui,  pour  r  suffisamment  petit, 
seront  aussi  petites  que  l'on  voudra.  Nous  ferons  varier  t  en  décroissant, 
par  exemple.  Traçons  le  cercle  trigouométrique  sur  lequel,  eu  prenant  A 
poiu-  origine,  nous  représenterons  l'arc  9.  On  peut  déterminer  un 
nombre  s  et  deux  points  H  et  K  sur  le  cercle,  tels  que  si  l'on  a  r  <  e  et 
l'extrémité  M  de  l'arc  0  située  sur  l'arc  HAK,  le  facteur 

(i  H-  7.)cosO  —  ,S  sin  y 

soit  positif.  Si  M  est  situé  sur  cet  arc,  /iiaen  décroissant.  Nous  suppo- 
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serons  les  valeurs  initiales  de  la  caractéristicjiie  satisfaisant  aux  conditions 
initiales 

/■<£;         [M  entre  H  et  K;         —  ^<^<-- 

Le  facteur  pcosÔ  -h  (i  H-  ajsinO,  on  bien  aura  le  signe  de  (i  -h  a.)sinÔ, 
et  alors  9  se  lapprochera  de  zéro,  ou  bien  aura  le  signe  contraire,  et  l'on 
auia 

o 

I  tangO  I  <  — - — > 

ce  qui,  pour  /•  sufiisaniment  petit,  exige  que  M  tombe  enti-e  K  et  H.  Dans 
les  (\*;y\\  cas,  r  ira  en  décroissant.  Ou  bien  r  atteindra  la  valeur  zéro  pour 
une  valeur  finie  de  t^  ou  bien  \t\  croissant  imlélininient,  /•  tendra  vers  une 
limite.  Nous  allons  voir  que  cette  limite  ne  jjcut  être  que  zéro;  dans  tous 


les  cas  /tous  aurons  une  cdravtéristujde  pour  laquelle  .r  et  y  tendcul  vci\s 
zéro. 

Posons  î  =     ;  l'équation  devient 

ti  ' 

( a3 )  //-  dr  H-  /•  '  [(  j  +  a)  cos 0  —  [i  sin 0  J  du  =  o , 

que  l'on  peut  considérer  comme  une  é(juation  ditférentielle  en  /'  et  u, 
6  étant  pour  une  caractéristique  donnée  une  fonction  de  u.  Si,  //  tendant 
vers  zéro,  la  valeur  de  /■  satisfaisant  à  léquation  (aa)  tend  vers  une 
limite,  cette  limite  ne  peut  être  que  zéro.  jNous  pouvons  ajouter  que  /•  ne 
j)eut  prendre  la  valeur  zéro  que  pour  t  t-roissant  indéfiniment,  c'est- 
à-dire  pour  u  devenant  nul;  cela  résulte  encore  de  l'équation  (a3). 
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De  la  démonstration  qui  préoètle  il  résulte  fpie,  pour  les  caractéris- 
tiques que  nous  obtenons,  et  qui  tendent  vers  l'oriiiiiie,  0  tend  vers  zéro. 
En  effet,  nous  avons  vu  que,  ou  bien  0  se  rapproche  de  zéro  ou  bien  satis- 
fait à  la  condition     tançr^l  <     — - —  •  Dans  le  premier  cas,  on  montrera 

I        "    '  I  -^  -/  I  '- 

sans  peine,  en  raisonnant  comme  pour  /■,  que  0  ne  peut  tendre  que  vers 
la  limite  zéro  lorsque/'  croît  indéfiniment.  Dans  le  second  cas,  (^  tendant 

I  '^     I 

vers  zéro,  il  en  sera  de  même  de  0,  d'après  la  condition    tanp;G  1  <  I  — 7—  ■ 

Un  raisonnement  analogue  montrerait  que,  si  t  varie  en  croissant, 
r  tend  vers  zéro,  mais  0  tend  vers  ". 

Considérons  les  caractéristiques  que  nous  avons  obtenues,  en  faisant 
devenir  t  infini  par  valeurs  négatives.  On  a 

r  et  0  sont  des  fonctions  qui  tendent  vers  zéro.  L'argument  du  produit  xr 

tend  vers  —  -•  Pour  t  devenant  infini  et  positif,  nous  avons  une  autre 

série  de  caractéristiques  pour  lesquelles  l'argument  de  xy  tendra  vers  -'• 

On  montrerait  de  même  i existenee  de  carnctéristiques-  pour  lesquelles 

V argument  de  xv  tend  vers  kr,  —  -,  k  entier. 

La  démonstration  subsiste  avec  de  très  légères  modifications,  si  l'on 
suppose  que  h,  au  lieu  détre  une  constante,  est  une  fonction  de  t,  qui 
tend  vers  une  limite  finie  lorsque  t  croît  indéfiniment.  Comme  on  a 


on  voit  que  nous  montrerions  ainsi  ([ue  toutes  les  caractéristiques  pour 
lesquelles  le  module  de  -tend  vers  une  limite  finie  et  différente  de  zéro, 
et  pour  lesquelles  l'argument  de  ^  croît  indéfiniment,  tendent  vers  l'ori- 
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Nous  (levons  reni;irf|ucr  (|iic,  mriiu"  en  admettant  la  généralisation 
si"-nalée,  et  considérant  tontes  les  c;ii-aeléilsti(|nes  ponr  lesquelles  le 
inodide  de -tend  vers  une  limite  (|iii  n'est  ni  nidie  ni  infinie,  tandis  (|ne 
rai"uinent  croit  indélininient,  nous  n'obtenons  pas  toutes  les  caractéris- 
tiques poiu-  lesquelles  .r  et  j  tendent  vei s  zéro,  car  il  peut  y  avoir  des 
caractéristiques  jouissant  de  cette  propriété  et  poiu*  lesquelles  le  module 

de  -  ne  tende  vers  aucune  limite,  on  encore  tende  vers  zéro  ou  vers  l'in- 
fini.  Nous  n'avons  donc  pas  démontré  que,  pour  toutes  les  caractéris- 
tiques tendant  vers  l'origine,  l'argument  du  produit  Xf  tend  vers  une 
limite.  Cependant,  pour  toutes  les  écpiations  dont  j'ai  pu  étudier  les  carac- 
téristiques, cette  ciiconstance  se  produit. 

Si  l'on  revient  aux  variables  primitives,  on  voit  qu'il  faut  appliquer 
les  conclusions  énoncées  au  sujet  du   module  et  de  l'argument  de  ,ij  et 

de-  aux  quantités  (taj'"'r'''',  -'^  •   Les   conclusions    subsistent    pour    les 

variables  primitives  de  l'équation  (i),  quels  que  soient  les  changements 
de  variables  elléctnés,  j)Ourvu  (jue  l'eciuation  jM-iinitive  admette  les  inté- 
grales .r  =  o,  /  =  o. 

Toute  cijiKitioii  (idiiictldiit  a  rorigi/ic,  un  J'oyvi-  c/  ordre  /■,  et  les  ilciix 
iiUcgrales,  .r  =  o,  ;)=  o,  admet  une  injlnité  de  ùaraetcristif///cs,  ponr 
lescjnelles  .r  cl  y  tendent  vers  zéro.  C  es  euractéristiques  jouissent  des  pro- 
priétés suivantes  :  le  module  du  rapport  y''' .v~'"  tend  vers  nue  limite  (pu 
n'est  ni' nulle,  ni  injinie,  et  <pii  peut  être  ehoisu'  arlutrairenuiit  ;  r  argu- 
ment du  produit  x'"' y  tend  vers  certaines  linutes  délerndnces.  Les  valeurs 
des  différentes  limites  correspondant  aux  divers  groupes  de  caractéris- 
tiques diffèrent  entre  elles  de  multiples  TC. 

Bien  entendu,  Y  existence  des  earactéristiipics  tendant  vers  l'origine 
en.  résulte  pour  l'équation  primitive,  même  si  cette  éiptation  n  admet  pas 
les  intégrales  x  =  o  et  }•  =  o. 
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24.  Citons  comme  exemple  déqiiation  donnant  nn  foyer  ré(|nalion 

.V  (/)■  H-  j-  (  I  —  .r)")  c/x  =  o 

dont  l'intei^rale  générale  est  :  cxf  =  i  -r-  .rvloy.f,  et  se  met  sons  la  forme 

-,    -n  '^""'"'^ 

.1  =  e  ^e  '^,  y  —  -o        ' 

a.  et  'i  étant  des  variables  réelles. 

Ponr  que  .r  et  j  tendent  vers  zéro,  il  faut  qne  7.  croisse  indéliniment 

par  valeurs  positives,  et  cpie  ^r  tende  vers  zéro.  Ponr  tontes  ces  caracte- 
ristinues,  l'arsTunient  du  liroduit  dy  =   —. tend  vers  -t-  -?  a  un 

multiple  près  de  ~.  Ponr  ces  mêmes  caractéristiques,  —  =  _  __  .r,  , — ; 
a  son  argument  qui  croit  indéliniment,  mais  son  module,  dont  la  valeur 
asvmptotique  est  V'  peut  devenir  nul  ou  inliui  et  ne  tendre  vers  aucune 
limite. 

On  étudierait  sans  difficulté  les  caractéristic[ues  de 

œ  cfy{i  —  jj)  -hf  dx  (2  -f-  xy)  =  o 

dont  l'intégrale  générale  est  donnée  par 


co  étant  une  variable  complexe,  dont  on  ferait  croître  indéliniment  la  partie 
réelle. 

Citons  encore  comme  exemples  d'équations  présentant    un  foyer   et 
dont  on  j)eut  étudier  les  caractéristiques,  en  intégrant  : 

(24)  fj.vdy  -f- /'',>■['  -+-/.'*-';  o(.i'')'')|c/.f  =  o 

où  /est  une  fonction  de  ,v  dillérente  de  zéro  [)Our  c  nul  et  o  ime  fonc- 
D.  : 
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tion  du   produit  -v'')"'',  s'anniilant  avec  cette  ritiantité,  p  et  r/  étant  des 
entiers.  De  même  l'équation 

(25)  qx\i  -+-  P(,r,  r)  9;.r''rnj  dy^jj.r  \  i  —  V(x,r)^U''y')\(l.v  =  o, 

où  P  est  ini  polynôme  homogène  de  degré  r(p-h(j)  et  renfermant  un 
terme  en  a'" //''';  o  est  une  fonction  liolomorphe  quelconque  de  .t'') ''. 

Comme  exemple  d'écpiation  présentant  un  centre  nous  pouvons,  en 
dehors  des  cas  signalés,  citer  les  cas  suivants  :  i"  Dans  l'équation  (24) 
nous  supposons  que  l'on  ait/(o)  =o,  que  le  terme  de  j)lus  faible  degré 
de  cp  soit  le  terme  en.r^'y'',  et  que  le  terme  x"'')'''  de  o  ait  un  coefficient 
nul  ;  i"  dans  (:<"))  nous  sup|)Oseroiis  cp  astreint  aux  mêmes  conditions  que 
dans  l'exemple  précédent  et  1^(.<,',  )),  polynôme  homogène  quelconque; 
dans  le  cas  oîi  il  serait  de  degré  p -^  q  on  ''{p-hq),  il  ne  devrait  pas 
contenir  de  terme  en  i')  '  ou  .r'^'')"''.  Citons  enfin  le  cas  de  centre  tont 
différent 

X  [i  -i-{x  —j)'jlu)]  dr  -4-  _r  I  I  —  (.r  —j)f{u)\  d.r  =  o, 

avec 

«  =  (,r  +  r)(.r-r)=. 

Troisièmk   cas.'   —    A  est  un  entier  on   l  inverse  d  un  entier. 
2a.    Je  considère  l'équation 

( 2() )      {(IX  -h  I>y  + . . .)  dy  ^^'[n'x  4-  // )'  -h .  .  .  ;  elx     ou      \  <Iy  =  V  dx, 
et  je  suppose  cp'.e  l'équation  adjointe 

{a  —  a)  {b' —  a)  —  a' b  =  o 

ait  deux  racines  qne  je  désigne  par  A  et  p')^,  p  étant  ini  entier. 

Citons  d'abord  deux  cas  particuliers  qu'il  convient  de  mettre  à  part  . 
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i"  On  a  «'=/:>:=:  o  et  (I  =  //,  p  est  éi^al  à  un.  On  sait  que  l'équation 
(F)  x£  +  v|-^>,F  =  o 

admet  deux  solutions  holouiorphes  dill'érentes  /(.i',  j)  et  cp(a;,  }).  C'est  le 
seul  cas  où  ré(jiiation  (F)  admet  deux  solutions  holomoiphes  dont  les 
coefficients  ne  soient  pas  proportionnels.  L'intégrale  générale  de  ré([ua- 
tion  est 

,/'(  ^^s.r)  =  '•?(>'•>>")  • 

2"  p  étant  quelconque,  l'équation 

(27)  X^.  +  \j^-Ag-  =  0 

admet  toujours  une  solution  holoinorplie  g.  T/équation 

(-8)  x|  +  y|-/.a/^o 

admet  toujours  pour  solution  g''-,  nous  supposerons  que  cette  équation 
admette  une  autre  solution  holoniorplie  /i  ayant  des  termes  du  premier 
degré.  Il  en  résulte  que  l'intégrale  générale  de  (  a6)  est 

En  général,  l'équation  {•->.'])  n'admet  pas  d'intégrale  holomorphe  com- 
mençant par  des  termes  du  premier  degré;  on  est  arrêté  par  une  impos- 
sibilité dans  le  calcul  des  termes  de  degré  y;  en  ,r  et  en  j.  Pour  le  voir,  il 
suffit  de  ramener  par  un  changement  de  variables  linéaire  l'équation  à  la 
forme  canonique  : 

Çkx  -f- .  .  .  )  dy  =  {Ipy  -^  .  .  .  )  dx. 
Dans  les  deux  cas  ([ue  nous  citons,  on  voit  immédiatement  cpie,  par  un 
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changement  de  variiil)les,  on  peut  ramener  r(''qnation  à  la  forme  réduite 


,1.1 


py. 


Les  intés^rales  7"(.r)  de  l'équation  donnée  relatives  à  des  valeurs  ini- 
tiales f,,,  )■„ ,  comprises  dans  le  cliani|)  poni-  lequel  les  fonctions  />t  o  sont 
définies  et  les  ehangements  de  variables  sont  valal)les,  tendent  toutes  vers 
zéio  lorsque../'  tend  vers  zéro,  tout  comme  les  intégrales  de  l'éfpiation 
réduite.  Pour  toutes  ces  intégrales  .1:^0  est  lui  point  ordinaire.  (]e  sont 
là  des  résultats  bien  connus. 

.le  vais  montrer  (pie,  dans  tous  les  antres  cas,  on  a  toujours  deux  fonc- 
tions/ et  cp  liolomorplies  et  nulles,  j)our  .r  =^  )=o  et  solutions  respec- 
tivement des  équations 


y 


^^^)  ^:s+Y|-x/y 


o, 


(-9)  x;;i  +  Y;|;;-v9-//=o. 

Il  en  résulte,  en  formant  avec  ces  deux  étpiations  une  combinaison 
liOMiogène,  et  en  jjosant  11  =  log/ — ao /'"'',  (pie  l'on  a 

(IX  (V)  • 

Nous  verrons  cpie  l'on  a 

7(.r,.,-)  =  .^'-(.r,,rA 

g  étant  la  solution  liolomorplie  de  (^^7).  L'intégrale  générale  de  l'équa- 
ti(ju  pourra  donc  s'écrire 

'osg'(''''.r)  —  -9(.'',r)[g'(.r,  ,>•)]-''=  const. 

r/existencc  des  solutions/et  cp  des  i\ç\\\  é(piations  (28)  et^ii;))  a  été 
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mise  en  évidence  par  M.  .T.  lîeiulixsoii,  avec  de  lép;ères  fliirérences  de  nota- 
tions, dans  le  cas  où /;  =  i.  La  niéthofie  de  AI.  lîendixson  s'étend  sans 
peine  an  cas  où  /;  est  un  entier  cuieiconque.  Cette  méthode,  ainsi  que  celle 
que  je  vais  indiquer,  s'a[)j)li(|iieiit  a  la  recherche  dune  sohition  de  lécjna- 
tion 

X,,  X,,  ... ,  X„  étant  des  développements  procédant  suivant  les  puissances 
de  variables  .<■,,  .r.,,  .r,,,  ces  développements  comnieiuaiit  |)ar  des  termes 
du  premier  degré  et  i  équîition  adjointe  avant  nue  racine  d  ordre  de  mul- 
tiplicité quelconque  ('). 

20.    Alontrons  d'abord  que  lecpiation 

(3o)     .r(A,  +  •  •  O'I^  ^- r(>-.  +  •  •  O^^,  -  '-'-^^  =  /'•'■  +  ^v)-  +  -  •  -. 

où  ne  sont  écrits  que  les  termes  de  moindre  degré,  admet,  sauf  pour  cer- 
taines valeurs  de  a,  une  intégrale  iiolomorphe.  Les  raisonnements  sont 
analogues  à  ceux  que  Ion  développe,  dans  le  cas  où  l'on  a  7,  =  ).,  et  le 
second  membre  de  ^3o)  identicpiement  nul.  On  détermine  .sans  peine  les 
coeilicients  des  divers  termes  de  F,  siqjposé  existant;  le  coeflicient  de 
,v'"y'  est  une  fraction  ayant  dénominateur  /«a,  h-  /à..-,  —  7.  et  pour  nuii'.e- 
rateur  un  polynôme  dépendant  des  coefficients  déjà  déterminés  de  F.  Si  le 
point  d'affixe  7.  ne  coïncide  avec  aucun  des  points  d'affixe  /??A,-f-/i/.,  et 
si  de  plus  le  segment  ayant  pour  extiemités  les  points  a,  et  a^  ne  comprend 
pas  à  son  intérieur  l'origine,  le  rapport  de  ///A,  -i-  // a^  —  7,  à  ///.  -h  //  reste 
supérieur,  cpiels  que  soient  ///  et  //,  ;i  un  nombre  £. 

Tous  les  termes  de  F  sont  inféiieurs  en  module  aux  termes  correspon- 
dants de  la  fonction  L  dcliuie  par 


(')  Je   n'ai    pu   avoir   connaissance   des  travaux  sur   celle   queslion  de  MM.  J.  llorn   et 
E.  Lindeiof. 
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où  IM  et  N  sont  des   fonctions  de    r-l-J'  liolotnorphes  et   nnlles    pour 
x-h  X^  o  et  qui  sont  des  fonctions  majorantes  respectivement  du  second 

membre  de  fSo'  et  des  termes  non  écrits  dans  les  coefficients  de  r   ,-  et 

''.y 

de  r  ,    •  1  >a  fonction  Tj  ne  dépend  (iiie  de  .f  H-  r.  Soit  x  -h  y  =  // ,  on  aura 

àL         Mil/)         '^l'MA    \ 
ou  II  (la       ^     ' 

L  sera  donc  une  fonction  holomorplie  de  //,  pourvu  que  | // 1  soit  infériein* 

à  la  limite  y,  pour  laquelle  IM  et  N  sont  holomorphes,  ainsi  que  -_ ^-; — -• 

La  fonction  F  sera  donc  holomorplie,  pour  x  et  y  inférieurs  en  module 


Nous  voyons  que  la  valeur  de  cette  limite  ne  dépend  pas  des  coeffi- 
cients du  second  membre  de  l'équation. 

Nous  pouvons  énoncer  le  tbéorème  suivant  : 
L'i'quidioii. 

(  3 1  )  X  '  p  +  Y  "^^  -  a  F  =  // .  r  +  /.■ ,  ■ 

admet  une  intégrale  lioloniarphc  et  nulle  pour  .r^=  )==o,  ,s/  les  deux 
racines  A,  et  'h„  de  l'équation  adjointe  sont  distinctes,  n'ont  pas  leur  rap- 
port négatif  et  si  7.  ne  coïncide  avec  aucun  des  points  nù.,~\-  n'A„.  En 
elïet,  on  ramène  par  un  changement  de  variables  l'équation  (Si)  à  léqua- 
tion  (3o).  Ce  déveluj)penu'nt  est  une  série  en  x  et  eu  y,  dont  les  lernu-s 
sont  des  fonctions  de  a,  de  h  et  de  k;  cette  série  est  uni/ortnéuii  ni  eonvei- 
geule,  lorsque  a  décrit  une  courbe  fermée  ne  passant  par  aucun  des 
points  /«)._ -h // A„  et  lorsque  h  et  k  varient  d'une  façon  quelconque,  à 
condition  que  l'on  ait  \x\  <  î',  |  ^j  <  s',  î'  étant  indépendant  des  valeurs 
prises  par  II,  k  et  a. 

27.    Montrons   qu'on    peut  énoncer    un   théorème  analogue,    lorsque 
ré(juation  adjointe  a  ses  deux  racines  égales. 
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Donnons  à  un  des  coefficients  des  termes  du  premier  degré  de  X  et  \  , 
à  a,  par  exemple,  un  accroissement  t,  nous  aurons  alors  l'équation 

X,^  4-  \  ,-j aF  =  A.r  +  //f. 

'  ()x  '  C*) 

Nous  pouvons  supposer  cpie  la  quantité  d'aftixe  t  décrive  autour  de 
l'origine,  dans  son  plan,  une  courbe  fermée  G,  entourant  l'origine,  assez 
petite  |)Our  que,  t  étant  sur  cette  courbe  ou  à  liiitérieur  (exception  faite 
pour  t  =  o  ),  l'équation  adjointe  n'ait  plus  de  racines  égales. 

Si  A  est  la  valeur  de  la  racine  double  pour  ?  =  o,  lorsque  t  décrit  G,  les 
racines  a,  et  A,  de  l'équation  adjointe  décriront  des  courbes  fermées 
entourant  A  et  aussi  voisines  que  l'on  veut  de  ce  point.  Dans  ces  mêmes 
conditions,  la  quantité  wA,  -h  ni.-,  —  a,  qu'on  peut  écrire 

(m  H-//) 


,  .          ,                    ....            .           /,,/» 
restera  supérieure  a  une  certame  lunite,  puisque 

vite  de  deux  masses  placées  l'une  en  A,,  l'autre  en  \,  décrit  une  courbe 
entourant  a  et  aussi  voisine  que  l'on  veut  de  \.  Il  en  sera  de  même,  si  le 
point  d'affixe  c,,  au  lieu  tl'être  fixe,  décrit  une  courbe  T  ne  passant  par 
aucun  des  points  in\^  -h  n'k^. 

F  sera  une  fonction  liolomoiphe  de  x  et  de  7,  qui  sera  représentée 
par  une  série,  dont  les  termes  seront  des  fonctions  de  ce  et  de  t.  Cette 
série  sera  uniformément  convergente  lorsque  f  décrit  G  et  a,  une  courbe  F. 
On  pourra  prendre  G  assez  voisine  de  l'origine,  pour  que  la  série  soit, 
lorsque  t  varie,  une  série  uniformément  convergente  sur  G,  les  ternies  de 
la  série  étant  des  fonctions  liolomorphes  de  t  sur  la  courbe  G  et  à  son 
intérieur.  Il  en  résulte  d'après  un  théorème  connu  ('  )  que  la  série  repré- 
sente une  fonction  de  t  holomorphe  à  l'intérieur  du  contour  Gt.  En  tai- 
sant t  =  odans  les  ditTérents  termes,  l'on  obtient  une  solution  holomoi'phe 
en  x  et  j  de  (3i  ). 

(')    \oir,  par  exeiiijile,  la  ihèée  de  AI.  Painlevé,  1S87. 
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r)ii  voit  sans  peine  (jiic  l'on  peut  doniier  au  tlu'oièiiie  le  mêtne  énoncé 
que  dans  le  cas  précédent. 

2U.  Démontrons,  à  l'aide  des  tliéoienies  précédents,  l'existence  des 
deux  solutions  lioloinoiplu'.s  des  écpiations  (a8)  et  (r^g). 

L'é(piation  adjointe  de  (aCi)  ayant  j)Oui'  racines  A  et  /;a,  ré([uation 

(3a)  X  J  +  Y|;-/;aK  =  (A  — a;:r(A.r  +  /j)      . 

admet  uiie  solution  lioloniorphe  en  ,r  et  7%  les  coefficients  du  développe- 
ment étant  des  fonctions  de  a.  La  série,  considérée  connue  fonction  de  a, 
est  définie  lorscpie  le  point  d'affixe  7-  décrit  inie  couil)e  F  suffisamment 
petite,  entourant  le  point  d'affixe  A  et  cette  série  est  nnilormement  con- 
vergente. Nous  allons  voir  (pie  les  divers  termes  de  cette  série  sont  des 
fonctions  de  a.  holomor[)lies,  poiu'  a.  compris  à  l'intérieur  de  T. 

Jl  en  résultera  (pie  Fou  aura  mie  fonction  de7.  lioloniorphe,  dans  l'aire 
limitée  par  F.  La  dérivée  de  cette  fonction  pomia  donc  s'obtenir  en  déri- 
vant terme  à  terme.  Kn  désii^iiant  pary(.r,  >■)  ce  (pie  devient  V  lorsqu'on 
fait  A  =  a,  on  voit  que  l'on  aura  une  solution  de  l'écpiation  (a8).  En  pre- 
nant ensuite  la  dérivée  des  deux  membres  de  (3a),  par  rapport  à  7-  et  en 
désignant  par  cp  la  dérivée  de  F  pour  A  =  7-,  nous  aurons  une  solution  de 
ré(]uation  (29).  Nous  aurons  soin  de  vérifier  que/ n'est  pas  identiquement 
nul 

Considéronji  d'abord  le  cas  où  p  est  égal  à  ////.  Lin  changement  linéaire 
de  variables  permet  de  mettre  l'équation  (3^)  sous  la  forme 

(Lr'+...);J^,-h(Ar'+[i.r'+...)|J-7.F=:A-ari^v+/ty),. 

Cliciclions  à  déterminer  les  coefficients  de  F  pris  sous  la  forme 
F  =  2  a;! •'■'",)■'''"'  (//  =  o,  I ,  :i,  ,  .  .  ,•  </ ;  7  =  I ,  a,  .  .  .  go). 
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On  a  la  relation 

(33)  {irj  —  rj^  v  +  (,?_,)  fi  a;',_,  =  IV^ , 

B^'  dépendant  de  coefficients  supposés  déjà  déterminés.  Pour  déterniinei' 
les  coefficients  A'',  en  supposant  déterminés  les  coefficients  précédents, 
nous  ferons  dans  (33)  /<.=  o,  ce  qui  donne 

(Àry  — a    A^  =  ir, 

ensuite  n  égal  à  tm,  ainsi  de  suite.  On  voit  que  A^^  contiendra  en  déno- 
minateur (Àiy  —  a)"^'  .On  voit  encore quel'on  a  -^,  ^=  'j-  —  7.V/'et  A|  =^  />•  . 
Tous  les  coefficients  A  seront  donc  des  fonctions  lioloniorphes  de  a.  pour  7- 
compris  dans  l'aire  F;  pour).  =  7.,  F  ne  sera  [)as  identiquement  luil,  si 
l'on  suppose  A'  différent  de  zéro.  Ce  que  nous  venons  de  dire  pour  F  con- 
sidéré comme  fonction  de  x'  et  /',  s'applique  immédiatement  à  F  consi- 
déré connue  fonction  de  r  et  r. 

Considérons  maintenant  le  cas  de p  entier  quelconque.  Par  un  change- 
ment linéaire  de  variables,  l'équation  se  met  sous  la  forme 

f     ^      I  \^'r  /-/  xrtr  ,-»  ,»  \'>  /  1 1    f  1  f    f\ 

(y,/,.,.    +...)__   _,_  (;y  +  .    .   .    )_    _j,rj.V   =  (/,_  or.  ,-(A.r    -  h  f  )  ■ 

En  procédant  comme  dans  le  cas  précédent,  on  a 

[  A  •  pn  —  //  -H  ry  1  — pfj.  ]  A*  =^  1^'. 

Une  peut  donc  s'introduire  de  coefficients  non  liolomorphespour  t.  =  A, 
que  pour  /?  =  i ,  q  =  p  et  pour  //  =  o  et  /;  =  ([. 

Dans  le  premier  cas,  on  a  A|  =  (A  —  7.)//.'. 

Pour  considérer  le  second  cas,  remarquons  que  l'on  aura  A'  qui  con- 
tiendra en  facteur  ^  A  —  7,  ".  Tous  les  A^  contiendront  en  facteur  a  —  o.  ; 
de  même  tous  les  A' .  .  .  A''~'.  Il  en  sera  de  même  des  (piantites  B"B\..B'' 
que  l'on  peut  écrire  \S\  =  ^"a  —  7,)C^'. 

Nous  aurons 

pH.  —  7,)  A '^'  ^  (a  —  7-;  C\ 
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La  (|iiaiitité  C/  n'est  ])as  mille,  pour  a  =  7,  ;  car  si  elle  était  nulle  ré(|iia- 
tion 

{iAx'+. .  o;^ + (V'-i-  •  •  oiP  -/>^F  =  0^  -  ^)  ::^v+ ^:,-') 

admettrait  ime  solntion  holoniorphe  (jui,  pour  a  =  A,  se  réduiiait  à  une 
fonction  M'  ayant  pour  terme  du  premier-  degré  h' x  .  Nous  serions  donc 
dans  le  cas  où  l'équation  (28)  admet  une  solution  autre  qu'une  puis- 
sance y»'""'',  cas  que  nous  avons  mis  à  part. 

La  quantité  A'|  ne  sera'ni  nulle,  ni  infinie,  pour  A  =  a.  Tous  les  coeffi- 
cients de  V  seront  holomorphes,  pour  a  =  7.  ;  la  fonction  F  se  réduira, 
pour  A  =  T.,  à  une  fonction  /(a-,j)  dont  les  termes  de  degré  minimum 
seront  de  degré  p  et  qui  satisfera  à  l'équation  (a8),  cette  fonction  sera  par 
conséquent  égale  à  g'' . 

L" existence  d une  intégrale  générale  de  la  forme 


log -(,(j)  —  -  9  (.Vf)  \  s{x,y]  "  =  const. 


est  donc  étahlie. 


29.  Montrons  counnent,  à  l'aide  de  cette  intégrale  générale,  on  peut 
étudier  dans  le  voisinage  de  x  =  )•  ^=  o  les  intégrales  de  l'équation.  On 
voit  immédiatement  que  les  termes  du  premier  degré  de  g  et  de   9  ne 

sont  pas  proportionnels.  En  posant  >r,  =  g  et  )',  = ^  9,  .r,  et  >',  s'ex- 
priment pai'  des  dévelop|)ements  contenant  des  termes  tlu  premier  degré 
en  X  et  en  )•  et  récipro([uement,  x  et  f  s'expriment  [)ar  des  développe- 
ments de  même  forme  en  x^  et  )",  ;  x^  et  )",  satisfont  a  l'équation  réduite 

dont  les  intégrales  s'expriment  par  les  formules 

X,  =  ce-',  j-,  =  c"tc-'\ 
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c  étant  une  constante  arbitraire.  Disons  quelques  mots  des  intégiales  de 
l'équation  réduite;  il  suffit  d'étudier  l'intégrale  obtenue  pour  0=^=1. 
On  a 

Cf.  et  fj  étant  deux  nouvelles  variables  réelles.  Si  ,r  tend  vers  zéro  sans  que 
son  arjTunient  croisse  indéfiniment,  y^  tend  vers  zéro  et  son  argument 
reste  fini;  mais  .r,  peut  tendre  vers  zéro,  sans  que  son  argument  reste  fini, 
y\  tendra  vers  zéro  si  |2r~''^  tend  vers  zéro  et  l'argument  de  r,  pourra 
dans  ces  conditions  rester  fini  ou  non.  En  désignant  par  p  le  module  de a^', 
et  par  6  son  argument,  cela  revient  à  dire  ([ue  pour  que  r,  tende  vers 
zéro,  il  faut  et  il  suffit  que  p''9  tende  vers  zéro.  Cette  conclusion  subsiste 
pour  la  variable  x  de  l'équation  primitive,  si  celle-ci  admet  1  inté- 
grale .( •:=  o.  Pour  étudier,  dans  tous  les  cas,  les  intégrales  de  l'équation 
primitive,  il  faudrait  une  étude  analogue  à  celle  faite  dans  le  Chapitre  I 
(  r'^  cas).  On  peut,  cependant,  dire  qu'il  y  a  une  infinité  de  caractéristiques 
passant  par  l'origine;  mais,  sauf  dans  les  cas  exceptioiniels  signalés  para- 
graphe 2o,  il  n'y  a  pas  d  intégrale  passant  par  l'origine. 

Ql  ATRIÈME    CAS.     A  est  Wll. 

50.   Par  un  changement  de  variable  linéaire  on  obtient  l'équation 

(34)       (■'■  H-  •  ■  •  )  ^(>'  +  (^''^"  +  ■'- ^^y  +  ^y'  "•"  '  •  •  )  ^-Y  =  o. 

Cette  équation  admet  une  intégrale  holonior|)he  )  =  /  a?).  En  posant 
yz=.f(^x)  -\-rt,  et  supprimant  l'indice,  on  ol^tient  la  nouvelle  équation  : 

(35)  k{x,y)dy  -^Vt{.x:,x)  d.r  =  o; 

B  ne  contient  que  des  termes  de  degré  supérieur  au  premier  et  contient  7 
en  facteur;  A  contient  nu  terme  en  .v  du  premier  degré  A  =  .r -h  ■  ■  •■ 
Si   l'on  cherche  à  déterminer   une   intégrale  ,r=  /^(i),  /,    étant  hulo- 
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•  morplic  Cl  util  pour  r  =  o,  on  s;til  (jii'oii  tléterinine  sans  peine  les  divers 
termes  de/,,  mais  que  le  développement  o])tenu  est  divergent  en  général. 
Pour  étudier  plus  f'aeilenient  les  intégrales  de  ré(|uation,  nous  allons 
la  ramener  à  inie  forme  eanonicpie.  Donnons  d'abord  des  définitions  qui 
seront  nliles  à  plusieurs  reprises.  Etant  doinié  V[x,y')  i.\u\  est,  soit  un 
polynôme,  soit  nn  développement  suixant  les  puissances  de  jc  et  de  r,  si 
les  termes  de  degié  minimum  en  ,v  et  y  sont  de  degré  m,  je  dirai  que  m 
est  l'ordre  de  F.  Si  je  considère  dans  F  les  termes  où  j  entre  avec  le  plus 
faible  exposant,  le  plus  petit  des  exposants  de  .v  dans  ces  divers  termes 
sera  Tordre  en  ,r  de  F.  Je  définirai  de  niêmel'ordre  de  F  en  y.  Ceci  posé, 
si  je  fais  le  eliangement  de  variable  ,r  =  (^[j-)-\-a\,  où  cp  sera  un  polynôme, 
1  équation  devient 

/o,.^       \  ;A[?(,r)  +  .r,,.r|  +  Bf?(.r)  +  .r,,j]cp(;)-);r/r 

Je  vais  montrer  cpi'on  peut  déterminer  le  |)olynome  o  de  telle  manière 
que  l'ordre  en  }•  du  coefficient  de  (/.r  soit  supérieur  à  l'ordre  ei^  y  du  coef- 
ficient de  (/y  et  <pie  ce  dernier  ordre  devienne  aussi  grand  que  l'on  veut. 

En  effet,  si  je  détermine  les  termes  successifs  de  o,  en  commençant  par 
le  premier  degré,  de  telle  manière  que,  à  chaque  nouveau  terme  déter- 
miné danscp,  l'ordre  enjdu  coefficient  de  c/r  augmente  d'une  unité,  cela 
revient  à  calculer  les  termes  successifs  du  développement  a;  =  /][y)  qui 
satisfiiit  formellement  à  l'équation  dilférentielle;  on  pourra  donc  déter- 
miner autant  de  termes  que  l'on  voudra  de  cp  [)ar  la  condition  indiquée. 
Les  termes  de  o  étant  ainsi  déterminés,  je  dis  que  Tordre  de  B[o()"),  i] 
ne  pourra  pas  croître  indéfiniment.  Laissons  de  côté  le  cas  où  il  existerait 
un  développement  holomorphe  ,r  =  cp|())  satisfaisant  à  la  fois  à 
A(a,',r)  =  o  et  Bi^.r,  r)  =  o;  dans  ce  cas  les  deux  termes  de  l'équa- 
tion (35)  sont  divisibles  par  ,r  —  cp,  (r)  et  le  point  considéré  est  un  point 
ordinaire  de  Técjuation.  S'il  n'en  est  pas  ainsi,  lorsque  le  degré  de  o 
sera  suffisamment  grand,  Tordre  de  Tune  des  quantités  A[cp(j),  j|  et 
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B[9(>'),  y]  restera  constant  qtiels  que  soient  les  termes  successifs  (]iie 
l'on  déterminera  clans  o[_)-).  Si  l'ordre  de  B[9C>')'.^']  t'roissait  pour 
chaque  nouveau  terme  déterminé  dans  o(r',  l'oidre  de  Afo'  )',  }'|  res- 
terait constant  et  il  eu  serait  de  luénie  de  l'ordre  en  )"  du  coellicieiit  de  r/y, 
ce  qui  n'est  pas.  13 [^(.t),.)'!  ne  peut  pas  èu-e  identiquement  nui,  si  i^rand 
que  soit  le  nombre  des  termes  de  '-^,  ()uis(|ue  cette  identité  ne  peut  avoir 
lieu  que  pour  certains  développements  9(j)  déterminés.  L'équation  se 
mettra  donc  sous  la  foiine 

(37)  \^r,\i^Hi,r,,yj]^r[f(y^[<ly^\x,Kfxo'^>-^f''^'giy^]</-v,  =  o, 

où  (j  est  aussi  grand  que  l'on  veut  et  oii  les  diverses  fonctions  H,  K,  / 
et  g  sont  holomorplies  dans  le  voisinage  des  valeurs  nulles  des  variables. 
On  a  H(o,  o)  =  o,  K(o,  0}  =  o,  g[o)  7^  o:  m-\-  i  qui  est  au  moins  égal 
à  2  est  inférieur  à  q\J'{Y)  peut  être  identicpienient  nul  ;  s  il  ne  l'est  pas, 
on  a/  (o)  ^  o.  Lorsque  la  seconde  intégrale  holomorplie  .r  ^=./,  (j  j  dont 
il  a  été  question  existe,  on  peut  toujours  iaire  un  changement  de  varial)le 
tel  que,  cette  intégrale  devenant  .r,  =  o,  on  ait  /  }}  identicpienient  nul. 
Montrons  qu'on  pe^it  faire  en  sorte  que  le  coeflicieut  de  dx  se  réduise 
à  j'""*"'.  En  supprimant  l'indice  dans  ,r,  on  peut  écrire  l'ecpiation  (oy) 

.r)  [i  H-  H(,r,  j)J  (ly  4-  K(^.r,  j)  cLr[  -h  jV'.  j)  é'  +J'"'"'è'\/)  ''-^  -=  o. 

L'é(;[uatiou 

I  1  -h  11  [.V,  )•  J  (ly  -H  K  (.r,  y)  dx  —  o 

admet  pour  intégrale  générale 

(38)  r=.)",/',.'t',. >',,)",), 

7,  étant  une  constante  arbitraire,  li  une  fonction  holomorplie  se  réduisant 
à  1  pour  ,r=j^().  On  suppose  de  plus,  [)Our  que  la  constante  k,  soit 
en  facteur  clans  le  second  membre  de  ;3y',  que  l'équation     Sj)  admet 
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l'iiitcgralc  r  =  o.  ce  qui  peut  être  obtenu  pai-  un  chan<icn)ent  de  vaiiable 
sans  changer  la  forme  de  cette  équation. 

Si  Ton  fait  maintenant  le  changement  de  variable  défini  par  (38)  en 
legardant j,  comme  une  variable,  l'équation  se  met  sous  la  forme 

J.r [  I  -H  M ,  (,r,  y,  )  |  +,r','./;  (.r,  )\r(y,  -r-,r','"'  r/.r;  =  o, 

aj)r('s  (|u'()n  a  divisé  par  un  facteur  holonioi'phe  ne  s'annulant  pas  pour 
.(•=}•,  =  o.  En  suppiimaut  l'indice  de  >•,,  l'cfpiation  peut  s'écrire 

[.»■  A (j)  H-  X- B (,r,  r)  -hr" C (  r">  |  r/t ■  +  j'"*'  dx  =  o. 

Montrons  qu'on  peut  faire  en  sorte  que  A(>')  se  réduise  à  i-\-a)"', 
a  étant  le  coefficient  de  r'"  dans  A(  >)  =  i  -|-  .  .  .  +  aj'"  -\-  .  .  .  . 
.le  considère  l'équation 

On  peut  démontrer  que  cette  équation  admet  une  infinité  d'intégrales 
holomorphes.  On  peut  même  se  dispenser  de  faire  cette  démonstration, 
renqilacer  a  par  a  dans  le  second  nienibre  de  (St));  il  est  facile  alors  de 
voir  qu'en  posant  r  =  ti  -r-  tu  la  nouvelle  équation  entre  /^  et  u  est  une 
équation  de  la  forme 

(4o)  f/[i -h  .  .  .)dt=  (Dtt-h  .  .  .)d/t, 

en  n'écrivant  que  les  termes  de  moindre  degré.  La  constante  «' entre  au 
premier  degré  dans  les  coefficients.  On  peut  la  déterminer  de  telle  manière 
que  l'équation  (4o)  ait  une  infinité  d'intégrales  holomorphes;  il  en  est 
d(!  même  pour  (3;)).  Soit 

r  =  1/  H-  /'o'/'h-  . . . , 

une  de  ces  intégrales  holomorphes,  si  l'on  fait  le  changenient  de  variable 
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défini  par  cette  formule,  //  étant  la  nouvelle  variable,  l'équation  prendra 
la  forme 

[.r(  I  +  cm'")  +  .(■■  lî,  ;,r,  u)  H-  //'"C,  («)]  du  -h  «'""'  dx  =  o. 

Pour  éviter  un  dénominateur,  posons  «  =  /)-,,  déterminons  la  con- 
stante k  par  la  condition  mk'"  :=  i  .  En  supprimant  l'indice  dej',  l'équation 
prend  la  forme  définitive 

l  [mx{\  -+-  af")  -^-x-a„  (  j)  -f-  ,  .  . 

a  étant  une  nouvelle  constante;  a^{y] .  .  .  «„(/)•  •  ■  J\y)  des  fonctions 
de  j"  holomorphes  pour  j^  ^  o. 

51.  Il  .serait  facile,  comme  application  de  ce  que  nous  avons  dit  au 
sujet  des  foyers,  de  mettre  en  évidence  une  infinité  de  caractéristiques  non 
holomorphes  de  l'équation  et  pour  lesipielles  xet  y  tendent  simultanément 
vers  zéro.  En  posant  )==  t.i\,  on  obtient  une  équation  d'une  forme  étudiée 
où  A  = —  r  et  pour  laquelle  le  point  x;=  o,  j'  =  o  est  un  foyer  d'ordre  m. 
Nous  mettons  ainsi  en    évidence    une  infinité   de  caractéristiques  pour 

lesquelles  l'argument  <"',»•'"  tend  vers  -  h-  k~\  il  en  résulte  que  pour  toutes 

ces  caractéristiques,  si  r  ou.  désit^ne  pur  to  V  argument  de  y,  cosmco  teud 
vers  zéro.  Il  est  bien  évident  (pi'oii  n'obtient  ainsi  ([ue  les  caractéristiques 

pour  lesquelles- tend  vers  zéro.  Nous  allons  mettre,  dans  ce  (pii  suit,  en 

évidence  une  infinité  d'autres  caractéristiques  pour  lesquelles  x  et  >•  tendent 
vers  zéro. 

Remarquons,  avant,  que  si  l'on  suppose  f\y)  ^  o,  on  a  une  équation 

étudiée  par  Briot  et  Bouquet.  Les  changements  de  variables  employés  pav 

Briot  et  Bouquet  pour  ramener  certaines  équations  à  la  forme  (41)  avec 

f{y)  ^  o  éliminent  certaines  catégories  d'intégrales  passant  par  l'origine. 

Les  changements  de  variables  que  j'ai  employés  pour  arriver  à  la  forme  (40 
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pcrmetlpiit  de  oons'uU'rcr,  à  l'iiide  de  cette  éqii;Hioii,  toutes  les  iiitéj^i'ales 
dans  la  léi-ion  voisine  de  ,r  =  o,  }■  =  o. 

5*2.    J'Jiidioiis   les   intéiiraJes   de    l'équation      4i'-    Posons   }'":= 

I/éqiiation  devient 

h„,  .  . . ,  ^„,  ....  ^,  étant  des  développements  proeédant  suivant  les  puis- 
sances de — pet  .<■  étant  un  nombre  j)ositif,  qu'on  peut  de  même  que/'  snp- 

/   '" 
poser  aussi  i;rand  cpie  l'on  veut. 

Je  eoiisidère  d'abord  re(|uation  obtenue  en  ne  prenant  dans  le  second 
membre  (|ue  le  premier  terme.  On  obtient  ainsi 

(43)  .  x  =  vt"e-', 

c  étant  une  constante.  Si  a  est  une([uantité  réelle,  il  est  bien  évident  que 
pour  (jue  X  et  j-  tendent  simultanément  vers  zéro,  il  faut  et  il  suffit  que  la 
partie  i-éelle  de  t  croisse  indéfiniment  par  valeurs  positives.  Si  a  est  ima- 
ginaire de  la  forme  c, -)-  /|i,  il  n'en  est  plus  de  même.  On  a 

^  =  p  (  eos  co  -t-  /  si  11  to  ) ,  X  =  tv''''"°''~P"'"  f*^'""',  ^,<r.«.,+,si..gp-p5ino,)  _ 

Pour  des  raisons  analogues  à  celles  exposées  au  paragraphe  9,  il  n'y 
a  pas  lieu,  a  priari,  de  n'examiner  (pie  le  cas  oii  co  reste  fini.  Si  w  croît 
indéfiniment,  .(■  et  V  peuvent  tendre  vers  zéro  sans  que  pcosco  croisse  indé- 
finiment pai'  valeurs  positives;  nous  obtiendrons  ainsi  une  catégorie  de 
Ciiractéristiques  tendant  vers  l'origine  ou  voisines  de  l'origine.  Cependant 
comme  l'étude  de  ces  caractéristiques  présenterait  déjà  quelques  difficultés 
pour  l'écpiatiou  réduite  tpie  je  considère,  et  comme  l'élude  des  caractéris- 
ti(pies  analogues,  pour  l'expiation  complète,  m'a  péiru  peu  abor(lal)le,  dans 
tout  ce  qui  suivra  je  ferai  varier  co  dans  les  limites  finies,  telles  que  cosco 
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reste  positif,  |)ar  exemple  entre  —  -  et  -h  -•  Cela  revient  à  faire  varier  i  à 
l'intérieur  d'iui  secteur  ayant  1  origine  pour  sommet  et  un  angle  égal  à  —  • 
Efi  considérant  l'équation  réduite,  on  peut  dire  que  r  et  )•  tendent 
vers  zéro,  si  p  croit  indéfiniment  et  si  l'on  a  —  -  <  co,  <  co  <  to,  <  '", 
to,  et  co^  étant  deux  nombres  fixes.  Ces  nombres  doivent  être  différents 
de  —  -et-,  si  7.,  partie  réelle  de  a,  estjiositif;  on  peut  les  prendre  égaux 

à  —  -  et  -5  si  a  est  néiïatif. 

Fj'argunient  de  j  reste  fini,  puisque  j  varie,  d'une  façon  d'ailleurs  arbi- 
traire, à  l'intérieur  d'un  secteur.  Lorsque  >  tend  vers  zéro,  l'argument 
de  cT  peut  rester  fini  ou  non,  cela  dépend  de  la  loi  suivant  laquelle  j'  tend 
vers  zéro. 

Tontes  les  intégrales  x[  ))  de  V(  ([nation  réduite  li  deux  termes  tendent 
donc  vers  zéro  avec  y,  lonque  y  reste  eo//ipris  à  l'intérie/n  d'un  secteur 
facile  à  déterminer. 

55.  Ces  conclusions  vont  s' étendi-e  au  cas  général,  .fe  considère  d'aboid 
le  cas  où  l'équation  ^4  i )  admet  l'intégrale  .f  =  o  ;  on  a  alors  b{t)  ^  o.  Si 
je  fais  le  changement  de  variable  défini  par  (  j')),  /  étant  une  nou\elle 
variable,  j'obtiens 


(44)       J^:  =  i>U"e-'bjr,-hi>''t"'e^"h,{t)-\   ...-h  ^'"-''t""e""/>„^,{t)  +  .    ., 


En  prenant  pour  variable  -.  on  met  en  évidence,  pour/  croissant  indéfini- 
ment dans  les  corulitions  indiquées,  une  infinité  d'intégrales  t^f /)  dont  la 
limite  pom- 1  infini  peut  être  choisie  arbitrairement.  C'est,  avec  des  nota- 
tions différentes,  le  laisonnenient  de  Briot  et  Bon(]iret. 

Afin  de  pouvoir  étudier  le  cas  oîi  h{t)  n'est  pas  identicpiement  nul,  je 
vais  montrer  que    récpiation    (41)  admet  uire  infinité  ilintégrales   qui 
û  y 
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peuvent  se  mettre  sous  la  foi  me 

(/|  5)  i'  =  c  -f-  c-  9,  (r;  4-  c^  ojj)  -4- .  . .  ~h  c"-*-'  9„^_,  (f )  +  .  . . , 

r  étant  luie  constante  arbitraire,  les  cp  étant  des  fonetions  de  t  délinies 
lors(jne  rari^ument  de  /  varie  dans  les  eonditions  indi(|Mées,  et  les  o  tendant 
veis  zéro,  lorsfjue  /  croît  indéliniinent.  On  a 

les  termes  non  écrits  s  obtenant  en  |)renant  les  coefficients  de  c""*^'  dans 
les  expressions  obtenues  en  remplaçant  r  par  sa  valeur  dans  les  divers 
ternies  de  (45).  On  aura 

(16)  9„^,  {f)  -=—  f    f""e-"'b„^,  {f)(/t         —  f%i/"-'''r-'"-'^'h„(t)o„{t)f/t. 
J I  J, 

t  \ari('ia  à  I  intérieur  du  secteur  pour  Ic^qnel  /"r"' tend  vers  zéro,  lorscpie  / 
croît  indéliniment.  On  lèverait  toutes  les  objections  que  pourrait  susciter 
l'emploi  d'une  limite  infinie  pour  les  intéi;rales,  en  définissant  9„^^j  sur 
un  rayon  vecteur  allant  i\v\  point  /  =;  o  à  l'infini,  faisant  varier  ce  rayon 
vecteur  dans  le  secteur  considéré  et  montrant  enfin  (pie  l'on  a  défini 
ainsi  une  fonction  anah  titpiedans  le  secteur,  ce  qui  se  fait  sans  dillicultés. 
C'est,  du  reste,  en  prenant  la  valeur  de  9„_^,  le  long  d'un  ravon  vecteur, 
que  nous  allons  cliei  cher  une  limite  supérieure  du  module  de  cette  (piantité. 
Posons  /=  p(cosco  +  /sinco)  et  laissons  to  constant,  p  variant,  .l'obtien- 
drai une  quantité  supérieure  en  module  à  9,,^,  en  remplaçant  dans  chaque 
intégrale  t"  et  r~'  par  leurs  modules;  Z»,,^,  (0,  l\,'  f)-,  ■  ■  ■  1  P<t'  ^^^  quanti- 
tés —  M,  M  étant  supérieur  en  module  à  ces  diverses  quantités;  eu  rem- 
j)laçant  r//  |)ar  r/p;  la  limite  inférieure  ^  de  l'intégrale  par  p;  les  0,,,  p^,  ..., 
par  (les  (piantités  supérieures  en  module  et  supprimant  enfin  le  signe  — 
devant  cliacime  des  intégrales.  Montrons  d'abord  l'existence  de  Al.  J^e  dé- 
veloppement cf,  (.))  -+-  .iw.,1^  )•)  +  ...+, r"~'^/„(ri  -H...,  qui  entre  dans(40 
n'est  pas  en  gênerai  convergent,quels(jue  soient. cet  )■;  il  est  convergent,  par 
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exemple,  pour  |.i|  <<  s,  '  )•  '  <  Y,.  En  pieiumt  pour  nouvelle  v.iiiahle  s.) ,  ce 
qui  ne  change  pas  le  rapport  des  termes  m,v[i  -+-  «y'")  ety^'ci.f,  on  peut 
toujours  supposer  que  £  est  égal  à    i.  Dans  ces  conditions  on  obtient, 

pour    le   développement   considéré,   la   fonction    majorante  — —    pour 

.r  I  <  I  ,  I  r  I  <  r, . 
Evaluons  maintenant  une  limite  supérieure  de  l'intégrale 

"  p 

obtenue  en  remplaçant  dans  une  des  intégrales  du  second  membre  de  (4(>; 
?"",  f!~"\  (Il  ]iar  leiu's  modules  et  taisant  abstraction  des  facteurs  b„(.t) 
^,,{t).  Soit  a  =  ce  H-  /[i. 

Posons  pour  abréger  M(r.)  =  6'~''"'r.''e"''""".  On  a 


//"  (  p  )  =:    I      ////"  ,;^  z  )  i  COS  CO  -  )  <lz . 


Donc,  si  l'on  a 

(  Î7)  ^'os^'J  ~  l^  '"' 

k  étant  une   constante    positive,    l'intégrale   considérée  sera    intciieure 

à  — -f—-  Si  7.  est  négatif,  la  condition  :  4-7  )  sera  réalisée,  (luel  (iiie  soit  o, 

pourvu  que  costo,  qui  est  positif,  reste  sup'^érienr  à  un  nombre  |)ositif  A. 
Si  7.  est  positif,  il  faudra  que  l'on  ait  costo  >  h  et  p  >  /;  /étant  un  nombre 
positif  facile  à  déterminer  une  fois  h  choisi.  Dans  les  deux  cas  il  faut  (pie 
le  point  d'aflixe  /  reste  compiis  à  lintéiieiii-  d'un  secteur  limite  par  les 

droites  to  =  — •  -_  -+-  ;',  to  =  -  — e',  i  étant  du  reste  aussi  petit  que  Ion 
veut. 

Ceci  posé,  onvoit(|iie  les  divers  termes  de  la  fonction  i' définie  par  {\\') 
sont,  en  désignant  parC  le  module  de  c,  inférienrsaux  termes  coi  respoii- 
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(lants  (le  \n  fonction  \    cleliiiie  par 

1  —  V  »  /,■  ' 

Il  en  résulte  (pie  la  fonction  .rz=vt"e~'  a  des  termes  inférieurs  en  mo 
(Inle  aux  ternies  correspondants  de  la  fonction  X  définie  par 

(N-4-  i)X=—   C//H-  i)X  +  C//^o. 

Nous  considérons  celle  des  racines  de  c-ette  équation  qui  se  réduit  à 
zéro  pour  //  =r.  o;  elle  est  donnée  par 


:>.(N+  i)X=.  h-C/z  —  y/i  —  ti(://(i  -T-y-N)  +  C^/=. 

Elle  peut  être  déxcloppée  suivant  les  puissances  tle  Ci/,  pour  G//  inférieur 
à  une  limite  facile  à  obtenir.  Les  développements  doimant  ,v  et  r  seiont 
convergents  quelle  que  soit  la  constante  c,  pourvu  que  ^soit  suffisamment 
grand  et  situé  à  l'intérieur  du  secteur  déjà  dclini.  La  quantité  à  laquelle  le 
module  de  t  doit  rester  supérieur  est  inversement  proportionnelle  à  |C|. 
Nous  avons  fait  la  restriction  cosco  >  // ;  cette  restriction  peut  èlie  levée 
dans  le  cas  où  7.  est  négatif,  et  il  suffit,  alors,  quecosto  reste  [)ositif.  Je  me 
contenterai  d'énoncer  ce  résultat  qui  me  paraît  de  peu  d'importance  et  que 
je  Jie  pourrais  établir  sans  quelques  longueurs. 

Nous  venons  d'établir  que  le  développement  donnant  l'expiession  dv 
,v=-t"(~'i'  suivant  les  puissaiTCes  d'une  constante  arbitraire  c  est  con- 
vergent, si  le  module  de  ci"(~'  est  inférieiu'  à  une  certaine  limite  m.  Pour 
une  valeur  déterminée  de  la  constante  c,  les  divers  termes  de  r  et,  par 
suite,  .(  tendront  veis  zéro  lorsque  t"(~'  tendra  vers  zéro,  f  restant 
comjjris  à  l'inlcrienr  d'un  certain  secteur.  Remarquons  que,  dans  les 
mêmes  conditions,  la  dérivée  de  a;  par  rapport  à  la  constante  c  peut  se 
mettre  sous  la  forme 
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f{c,  t)  étant  fini  et  l'on  peut  prendre  m  assez  petit  pour  que  ct"r~'  étant 
inférieur  en  module  à  ni\fic,  t)  soit  aussi  voisin  que  l'on  veut  de  un. 
Cela  résulte  immédiatement  de  la  forme  trouvée  pour  la  fonction  majo- 
rante X. 

54.  Etudions  maintenant  le  cas  où  l'éipiatiou  {4i)  n'admet  pas  l'inté- 
grale a;  =  o  ;  b  t)  n'est  plus  identiquement  nul.  Nous  aurons  une  inté- 
grale de  l'équation  si,  dans 

X  =  vfc''  =  rt"e'' [  I  -h  f  9„ ( /^)  H-  c-  G,  ( ?)  H-  .  .  .  ] , 

on  considère  c  comme  une  fonction  de  t  satisfaisant  à  l'équation 

(48)  f^-:  =  r'-^>'-Ai),. 

fit  ./(.f.  0 

iMontrons  que  les  valeiu's  initiales  étant  convenablement  choisies  ct"e~'  est 
une  fonction  de  t  (jui  tenil  vers  zéro,  lorsque  t  croît  indéfiniment,  dans  le 
secteur  considéré.  D  après  ce  que  nous  avons  vu  sur  la  fonction  majo- 
rante X,  il  en  résultera  que  x  tendra  vers  zéro.  On  a 

€1%--'=  c,t"c-'-r-1"e-'  ['(-"-^'^e'^^'^t- 

Le  premier  terme  du  second  membre  tendant  vers  zéro,  considérons  le 
second.  Pour  évaluer  l'intégrale,  nous  pouvons  remplacer  l'arc  de  courbe 
suivant  lequel  s'effectue  l'intégration  et  qui  va  de?(,=  p„(cosw„+  /sinto^) 
à  t=  p(costo  H-  /sinto)  par  un  arc  de  courbe  de  ra\on  p„  et  une  portion 
de  rayon.  On  voit  ainsi,  en  désignant  par  a  un  nombre  supérieur  au  mo- 
dule de  ,.    ■  ' .,  que  le  second  terme  sera  inférieur  en  module  à 

u    e~'-'''"""l''e-'^'-'  I    e>' z-^'-'^" e'""""  dz  +  e-^"""' ^ (^'^'■'  1     p^  '"^'e^'e''""'  dz 
z  désignant  la  variable  d'intégration  qui  est  réelle.  Le  second  terme  de 
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cette  expression  tend  vers  zéro.  En  raisonnant  snr  l'intégrale  qui  est  clans 
le  premier  terme  comme  nous  l'avons  fait  pour  une  intégrale  (§  55),  on 
voit  que  ee  terme  est  inférieiu  à 

^— pcnsti)  /a  , 


/  étant  un  nombre  fixe.  On  voit  que  ee  terme  tend  \ers  zéro  lorsque  p 
cioît  indéfiniment. 

Le  raisonnement  que  nous  avons  fait  suppose  que  ct^c^'  [  reste  inférieur 
à  une  certaine  limite  ///'.  Il  en  est  bien  ainsi.  En  effet,  prenons  la  valeur 
initiale  Cj,  assez  petite  et  la  valeur  t„  assez  grande;  ct'-'e~'  commencera  par 
être  inférieur  à  nt'  et  nous  avons  vu,  dans  ces  conditions,  que  ct'^(~'  est 
une  somme  de  ternies  qui  sont  aussi  petits  que  l'on  veut  pour  f  sufti- 
samment  grand.  On  en  conclurait,  sans  peine,  que  cfc"'  ne  peut  devenir 
supérieur  à  ///.  Nous  avons  donc  une  infinité  de  caiactéristi(]ues  ,r7)  de 
l'équation  {.\:i)  qui  tendent  vers  zéro  lorsque  f  s'éloigne  indéfiniment  de 
l'origine,  en  restant  à  l'intérieur  d'un  secteur  pour'  lequel,  en  désignant 
par  to  l'argument  de  /,  cosco  reste  supérieui-  a  lui  nombre  positif//,  que 
l'on  peut  d'ailleurs  prendre  aussi  j)etit  que  l'on  veut. 

On  en    conclut    innnédiatement,   puisqu'on   a    )  "' =: —  '  -  (|ue    Véqt/n- 

iron  (  î  1  )  arlinct  une  in  fini  té  de  cdi-artcri.stifiiws  x{  y  (fui  tendent  vers  zéro, 
lor.uiite  y  tend  vers  zéro,  d'nne  fdro/i  arbitraire  en  restant  à  l'intérieur 
d'un  seeteiir,  pour  le(jncl,  en  désignant  par  H  l'ari^ujacnt  de  r,  coswO 
reste  inférieur  ii  un  nombre  négatif —  //,  //  étant  d' ailleurs  aussi  petit  (jite 
l'on  l'eut. 

A'ous  avons  de  plus  signalé,  jxiragraplie  51,  l'e.vistenec  d  une  infinité 
de  caraetéristujues  pour  lesipwllcs  x  tend  vers  zéro,  lorsque  )  tend  vers 
zéro  de  telle  manière  (pie  cosmÔ  tende  vers  zéro. 

Nous  concluons  encore,  de  ce  qui  précède,  que  si  les  valeurs  initiales, 
''oî  Jo  d'une  caractéristique  sont  suffisanunent  petites  et  si  j„  ainsi  quej- 
sont  les  aflixes  de  points  tels  que  9  étant  l'argument  d'une  de  ces  quan- 
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tités,  cosin^  reste  inférieur  à  —  //,  .r  reste  aussi  petit  qiieroii  veut  pourvu 
que  X  reste  suffisanmient  petit. 

5Ô.    On  retrouve  nue  partie  de  ces  résultats,  par  la  uiétliode  suivante 
que  je  vais  indiquer  lîiièveiiient.  Considérons  l'équaliou  (/j'-"-)  et  posons 

?  =  p (costo -(- /sinco  ,  .r^re''', 

r,  p,  6,  co  étant  des  variables  réelles.  1/ équation  devient 

(49)     ^/r-f/r^/G-^[/r''"^r(A+BO^  ?~"(C^  n/)](4-f-/pr/o   =o, 

A,  B,  C,  D  étant  des  fonctions  réelles  des  variables,  fonctions  <jue  nous 

pourrons  supposer  aussi  petites  que  l'on  vomira,  à  condition  (jue  r  et - 

soient  suffisamment  petits.  En  considérant  l'intégrale  t'i.)')  dont  les 
valeurs  initiales  sont  /•„,  p„,  0„,  co„,  on  peut,  pour  étudier  la  valeur  qu'elle 
prend  pour  une  certaine  valeur  de  t,  faire  varier  d'abord  co  à  partir  deco^, 
en  laissant  p  constant;  laisser  ensuite  co  constant  et  faire  varier  p.  On 
montre  sans  peine  cpie  si   l'on    prend  la  diflérence  to  ^  co^  finie   ^^uous 

prendrons  ]  to  —  to„  |  <  7ï)  le  module  de  /■  reste  très  petit,  si  /  „  et  —  sont 

suffisamment  petits  lorsque  co  varie.  Il  reste  à  montrer  qu'il  en  est  de 
même  lorsque  co  est  constant  et  cpie  p  varie.  En  égalant  ;i  7,ero  la  partie 
léelle  de  (49  ;  <^'i  obtient 

-,-  :=  —  /'(cosco-t-  A    —  p    L. 

dp  ^  ' 

Comparons;-  à  la  fonction  r.(pi  définie  par 

/^,.-A-p--    =., 

oii  c  est  une  constante  arbitraire  et  Ii  et  /.  des  constantes  que  nous  allons 
déterminer.  Cette  fonction  r.   p  i  satisfait  à  l'ecpiation 

;;:  =  - A. -,- A/ r  (.-,■,)• 
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Or,  si  nous  |)renons  //  et  k  tels  que  l'on  ail 
(5o)  cosco  4-  A  >  //  >  o, 

(5i)  A/.(i-^_^)-^C>  o, 

la  dérivée  — — . — ^  sera  positive  tant  qne  z  sera  snpérienr  à  /•.  Il  en  résulte 

(jii'en  prenant  des  valeurs  initiales  r.„,/„  telles  (pie  r.„  —  >\  soit  positif, 
/•  restera  inférieur  à  r.,  tant  que  les  conditions  (5o)  et  (5  0  seront  satis- 
faites. Pour  satisfaire  à  (5o)  on  peut  supposer  (jue  costo  reste  supérieur  à 
un  nombre  positif,  cpion  peut  jnendre  aussi  |jetit  cjue  Ton  veut,  on  prend 

ensuite  /•  et  -  assez  petits  pour  que  costo  -\-  A  reste  supérieur  à  un  nombre 

positif//  et  que  k  étant  choisi  arbitrairement  l'inégalité  (5i)  soit  satisfaite. 
On  voit  inmiédiatement  que  :;  reste  aussi  petit  que  l'on  veut,  lorsque 

-reste  suffisamment  petit;  r.  tend  verszéio,  lorsque  p  croît  indéfiniment. 

Il  en  est  donc  de  même  pour  /•. 

5(>.    On  peut  citer,  comme  exemple  d'équation  diHérentielIe  du  type 
que  nous  considérons,  l'écpiation 

y"  dx  =  I  x\^\  +  ay)  -^  .<■'"■*-*_}■''+  .f'"^'  r''^'  (/'  +  £  )  I  ^^y 
dont  l'intégrale  est 


,ry  I  —  (-'"e   '' y'""'*''' =  ce   \r". 

On  voit  que,  (pjellecpiesoit  la  constante  r,  .étend  vers  zéro  lorsque  >"  tend 
vers  zéro,  sa  partie  réelle  étant  j)Ositiveet  larginiient  to  de  )  tel  que  cosco 
ne  tende  pas  vers  zéro.  Si  la  partie  réelle  de  a  est  j)Ositive,  costo  peut 
tendre  vers  zéro.  Dans  tous  les  autres  cas,  si  to  ne  croît  pas  indéfiniment, 
■v  ne  tend  pas  vers  zéro.  Plus  généralement,  on  peut  considérer  léqua- 
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tion  : 

(  52  )  .)■'"■*■'  d.r  =  [  .r  (  I  +  a  y"  ;  -+-  </"(.r  )  |  dy, 

/"étant  soit  un  polynôme  en  y,  soit  une  fonction  holoniorphe  pour  7  =  0. 

On  pourrait  même  prendre  pour  y^  un  développement  contenant  des 
puissances  fractionnaires  de  r,  la  plupart  des  propriétés  démontrées 
seraient  encore  vraies. 

Examinons  le  cas  particulier  011  //  =  o  et  m  =  i .  On  obtient  l'intégrale 
générale 

(53)  x  =  ce  -\T''-h('  \r'"  I   (^■\y"'''f{r)dy. 

On  vérifie  facilement  les  propriétés  énoncées  pour  Téquation  générale. 
Nous  pouvons  remarquer,  en  supposant  que  l'ari^unient  de  y  ne  croisse 

pas  indéfiniment,  que  le  second  terme  du  deuxième  membie  de  (  V>)  j)eut 

1 
se  mettre  sous  la  forme  ^{y^  —  ''„e  'y;  c„  étant  une  constante  et  9(.r) 

tendant  vers  zéro,  de  cpielque  façon  que  7  tende  vers  zéro.  Otte  démons- 
tration se  fait  par  les  procédés  que  nous  avons  déjà  employés  pour  éva- 
luer une  limite  supérieiue  du  module  d'une  intégrale.  11  en  résulte  que, 
si  l'on  ne  donne  pas  à  c  la  valeur  r„,  .v  croîtra  indéfiniment  lorscpie  >•  tend 
vers  zéro,  sa  partie  réelle  étant  négative.  Si  l'on  donne  à  c  la  valeur  r„, 
.r  tendra  vers  zéro  de  (juelque  façon  que  y  tende  vers  zéi  o.  On  ain-a  ainsi 
une  intégrale  pour  lacjuelle  >•  =  o  ne  sera  pas  un  point  csseuliel.  C.ette 
intégrale  coïncide  avec  l'intégrale  hdlomorplie  •<(.)')  loisque  celle  ci 
existe.  Pour  toutes  les  autres  intégrales,  r  =  0  est  un  point  essentiel. 

11  serait  facile  de  donner  des  formes  particulières  de  /(  >)  telles  que 
l'intégrale  de  (5a)  s'obtienne  eu  termes  ne  comportant  plus  de  (piadra- 
tures,  mais  cela  revient,  en  somme,  à  considérer  a  pnon  des  fonc- 
tions .i'{y)  satisfaisant  à  inie  équation  différentielle  de  la  forme  (5a). 

Ainsi,  on  peut  prendre  ré([uation  à  laquelle  satisfait,  quel  que  soit  c, 
i 
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HKUXIKMK  PARTIE. 


KssAi  hirinDi':  m.s  i\ti;gk\les  d'ijne  équation  diikkiîkntikllk 
hans  i.i:  \(ii.si\\(,k  dk  conditions  initiales  singulièhes. 


I.    —    Rcc/icrclic   diuic   catégoi-ic  (/'//ité^ralcs. 
57.    Etant  donnée  ré(|iiation 
(  1  )  ^  (■«•■),)■)  ^r  -+-  X  (.r,  ;r)  dx  =  o, 

où  X  et  \  sont  des  fonctions  holoniorphes  et  nulles  pour  r  =  r  =  o, 
j'appellerai  infégralc  régiilicrc  passant  j)ar  l'origine,  une  intéii,rale  telle 
que  .)■  et  r  tendent  simultanément  vers  zéro  et  qu'en  même  temps  le  rap- 
port —1  a  étant  un  nomhie  positif  arbitraire,  tende  vers  une  limite  Hnie 
ou  infinie,  il  peut,  en  ellel,  exister  des  intégrales  telles  que,  pour  une  cer- 
taine valeur  de  ;a,  -^  ne  tende  vers  aucune  limite.  Nous  pourrions  con- 
sidérer de  même  les  caractéristicjues  régulières.  Mais,  dans  cette  seconde 
Partie,  j)our  siniplilier  le  langage,  nous  emploierons  souvent  le  mot  inlé- 
i^i-a/c  avec  le  sens  rpie  nous  attachions  au  mot  raractrr/.ytifjNC  dans  la 
|)remière  Partie. 

Pour  reclierclier  les  intégrales  régulières,  je  me  servirai  des  notions 
qui  suivent,  employées  par  M.  Aruonne  dans  la  recherche  des  intégrales 
algéhroides,  notions  qui  sont  pour  la  plupart  employées  dans  l'étude  des 
fonctions  algébriques  et  qu'il  m'a  paru  utile  de  compléter  sur  certains 
points.  Nous  avons 

11  et  S  désignant  des  st)mmcs  tie  termes  analogues  au  terme  écrit. 

Ilcmplaçons  dans  le  premier  membre  de  (i)  d.f  par  x  et  i/)-  par  )•,  on  a 
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La  valeur  minimiini  île  la  somme  a  -+-  [3  dans  les  divers  termes  de  ]1^  et 
de  S  sera  désignée  par  //  H-  i  i  '  ). 

Polygone  figuratif.  —  Je  considère  deux  axes  de  coordonnées  Oa. 
et  0(2.  Pour  fixer  les  idées,  O'i  sera  dirigé  vers  la  droite  et  Occ  perpen- 
diculaire à  O'i  et  dirigé  vers  le  liant  de  la  feuille.  Le  point  d'abscisse  [t  et 
d'ordonnée  a.  sera  dit  point  figura  f  ij'  d'un  terme  •(  '  )  S  provenant  soit  de- 
soit  de  S.  Ponr  chaque  valeur  de  a,  je  ne  considérerai  parmi  les  termes 
de  -  et  de  S  que  le  terme  .i""  y"^  oii  'i  prend  la  plus  petite  valeur,  ce  terme 
peut  se  trouver  d'ailleurs  simultanément  dans  S  et  dans  ll^.  De  même  pour 
chaque  valeur  de  [i,  je  ne  considéreiai  que  le  terme  .v'^'y''  où  7,  preiul  la 
plus  petite  valeur.  J'aurai  ainsi  un  nombre  de  points  figuratifs  au  plus  égal 
à  /?  H-  I . 

Il  est  facile  de  trouver  une  ligne  polygonale  convexe  ayant  pour  som- 
mets quelques-uns  de  ces  points,  terminée  par  deux  parallèles  aux  axes,  et 
telle  que  les  points  figuratifs  des  termes  considérés  et  a  forlioii  ceux  des 
autres  termes  soient  au-dessus  de  cette  ligne.  Cette  ligne  sera  le  polygone 
figuratif. 

Ordre  du  point  singulier.  —  L'ordonnée  du  [)oint  le  plus  l);is  du  poly- 
gone sera  o  ou  i .  Si  elle  était  égale  à  a,  tous  les  termes  de  SB.r''}^'  et  de 
SA. <■")•''  contiendraient  x'  en  facteur,  X  et  ^  sciaient  divisibles  par  .c. 
Cette  ordonnée  minimum  est  égale  à  i  si  l'équation  admet  l'intégrale. r  =  o. 
T/abscisse  |i  du  sommet  le  plus  bas  du  polygone  sera  appelée  ordre  en  y 
de  r écpicition.  En  considérant  de  même  le  point  d'abscisse  minimum  du 
polygone,  lordonnée  a  de  ce  sommet  sera  l'ordre  en  .) .  Si  Ion  etléctue 
un  changement  linéaire  de  variables,  l'ordre  en  .f  et  Tordre  en  v"  peuvent 
changer.  La  plus  petite  des  valeurs  (|ue  puissent  prendre  ces  ordres  seia 
l'ordre  du  point  singulier. 

Les  cas  examinés  dans  la  première  Partie  sont  les  seuls  cas  d'équations 
présentant  un  point  singulier  du  premier  ordre. 


(')  Les  dénoruinations  de  polyf^oiie  /ii^iiralif.  clnnLc  figurative,  équation  transformée, 
équation  indicatrice,  ont  (Hé  eiii|)lovrt'^  [lar  M.  Aulonne  ilans  le  Mémoiie  déjà  cité  (Journ. 
Éc.  Polytech.,  1897). 
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Droite Jly;tiratwe.  —  J'appellerai  droite  de  pente  7,,  une  droite  de  coef- 
lieieiit  angulaire  — a,  du  plan  [iOcz,. 

l-a  droite  de  j)ente  [h  qui  laisse  au-dessus  d'elle  tous  les  points  figura- 
tifs et  contient,  au  moins,  y\n  soniinet  du  polygone  figuratif  sera  dite 
droite  fii^urativc  de  pente  [h.  Si  un  point  figuratif  a,  [i  est  fourni  à  la  fois 
|)ar  un  ternie  At^r'^  de  H  et  un  terme  B.r'^  )  '^  de  S,  la  droite  passant  par 
ee  point  et  dont  la  pente  [h  satisfait  à  la  condition 

;aB+-A  =  0 

sera  dite  l((  tani^ente  au  point  ce,  [i.  (lette  tangente  sera  parallèle  à  O7.  si 
l'on  a  B  =^  o. 

E(pi(ttioii  transformée .  —  Remplaçons  dans  l'équation  (1)  /  par  t-.»", 
[).  étant  une  constante,  i'  une  nouvelle  variable,  on  obtient  l'équation  sui- 
vante qui  sera  appelée  ery//rt<?'o«  transforniée  : 

(2)  .f^A'SB.f'^-i^^'!^-'  +  ^/,rï(;xB  +  A).t'^^-''^^'''-=  o. 

La  puissance  de  x  qui  est  en  facteur  dans  le  premier  membre  s'ob- 
tiendra en  cherchant  la  valeur  minimum  de  a -|- [i;x.  (^ette  quantité  est 
l'ordonnée  à  l'oiigine  d'une  droite  'x  passant  par  le  point  7.,  [i.  Pour  avoir 
la  valeur  miiiimiim  de  a  +  [i[x,  il  suflira  de  trouver  par  quels  points  du 
polygone  figuratif  puasse  une  droite  de  pente  \h  laissant  au-dessus  d'elle  le 
polygone  figuratif  Cette  droite,  facile  ii  obtenir  graphiquement,  est  la 
droite  figurative  de  pente  ;x.  Soit  ///  son  ordonnée  à  l'origine.  En  divi- 
sant par  .(■'",  ré(|uation  (2)  devient 

(3)  j;|  ^Br!^-'  +  y  F(,r,  r)  |  dv  -v  |  ï(  aB  ^  A)i'^  +  aH\[.v,  ^)\dx  =.  o; 

les  fleiix  signes  ^  ne  s'étendent  plus  qu'aux  termes  ne  contenant  jdus  .v 
et  (pii  proviennent  des  termes  dont  les  points  figuratifs  sont  sur  la  droite 
figurative  de  pente  [i..  h  et  /«  sont  des  nombres  positifs.  V  et  (î  des  fonc- 
tions liolomorphes  [lour  x  -=0,  v  r=^  yt. 

58.    C'idssijleation  des  intégrcdes   régulières.    —   Etant  donnée    une 
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intégrale    régulière  .r(t'),   cinq   cas  différents   peuvent   se  présenter  : 

\°  Quel  que  soit  a,  ^  tend  vers  zéro,  li'iiitégrale  seia  dite  d'ordre 
Infini  ; 

2°  Quel  que  soit  le  nombre  positif  a,  ^  croît  indéfiniment.  L'intégrale 
sera  d'ordre  nul  : 

3"  Pour  une  valeur  de  ;x,  —  tend  vers  une  limite  finie  et  différente 
de  zévo.  L'intégrale  sera  d'ordie  fini  y,; 

4"  Pour  une  valeur  de  y.,  ~  tend  vers  zéro,  mais  croît  indéfiniment 
pour  toutes  les  valeurs  supérieures  de  a.  l^'intégrale  sera  dite  inlégrcde 
d'ordre  excédant  a.  En  posant  >■  =  v.v'\  l'équation  traiisforinée  admettra 
une  intégrale  d'ordre  nul. 

j°  Pour  une  valeur  de  u.,  ^  croît  indéfiniment,  mais  tend  vers  zéro 
pour  toutes  les  valeurs  inférieures.  L'intégrale  sera  dite  d'ordre  défi- 
cient a.  L'équation  transformée  admettra  une  intégrale  d'ordre  infini.  Kn 
permutant  le  rôle  joué  |)ar  x  et  par  )  nous  ramènerons  l'étude  d'une 
intégrale  j(.i-"),  d'ordre  déficient,  à  celle  d'une  intégrale  .t(  >)  d'ordre 
excédant. 

39.  Intégrales  d'ordre  infini.  —  S"il  y  a  des  iutégrales  d'ordre  infini, 
quelque  grand  (jue  soit  a,  l'équation  transformée  [)ar  la  substitution 
)■  =  l'o.î' aura  des  intégrales  v[x)  tendant  vers  zéro  avec  .r.  Cherclions  la 
condition  nécessaire  pour  qu'il  en  soit  ainsi. 

1°  Supposons  que  l'équation  donnée  n'admette  pas  l'intégrale  j=  o, 
elle  pourra  s'écrire 

[ax''-v-x''^'\/\x)-t-xViX,y]dY 

-+-  [hx''  +  x'i-^'i!;-  ix)  -h.)-  G I  .r,  >•)]  <l-i-  =  0, 

h  n'étant  pas  nul.   Formons  l'équation  transformée  en  prenant  a  entier  et 
supérieur  à  la  pente  des  divers  côtés  du  polygone  figuiatif. 

La  droite  figurative  de  pente  y.  ne  passera  que  par  le  sommet  [i  =  o, 
7,  =  r/+i   fourni    i)ar  le    terme   bx'"' ,    provenant  de   la  partie  conte- 
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nant  clr.  L'équation  tiansforinéc  prciul  la  foinu' 

(4)  .v'^-''-^'  [f/,r''-h,r''^V'f''''  -^  l'.r''  Ff.r,  v)\rh'  +  \h -\- .r' C,{.v,  .■:]  r/.r  =  o, 

le  t'octru'ieiit  de  r/c  contenant  certainement  en  facteni'  une  puissance  posi- 
tive (le  .r.  Pour  simplifier  les  notations,  je  désii^nc  par  //  et  /r  des  nombres 
positifs  que  j'emploie  en  exposant  et  qui  n'auront  pas  nécessairement 
dans  luie  torinule  les  mêmes  valeius  que  dans  les  formules  précédentes.  De 
même, /(.<■),  g(-v)-,  F(.<',_r),  G(.r,r)  seront  îles  symboles  désii;nant  une 
fonction  liolomorphe,  dans  le  voisinage  des  valeurs  zéro  des  variables,  le 
même  symbole  pouvant  dans  deux  formules  consécutives  désigner  deux 
fonctions  différentes. 

Si  nous  considérons  l'éipiation  (4)  nous  voyons  que  cette  équation 
n'admet  pas  d'intéi;rale  ci)  tendant  vers  zéro  avec  r.  Pour  qu'il  y  ait 
des  intégrales  d'ordre  infini,  il  faut  quel'éipiation  admette  l'intégrale  r  =  o. 
Cette  intégrale,  )■  =  o,  élant  d'ordre  infini,  on  peut  dire  que  la  condition 
est  suffisante.  Il  peut  être  intéressant  de  se  demander  s'il  y  a  d'autres  inté- 
grales d'oidre  infini.  Bien  que  je  n'obtienne  pas  de  résidtats  généiaux,  je 
vais  passer  en  revue  les  cas  qui  peuvent  se  présenter.  T/é(piation  doiniée 
peut  s'écrire 

I „.,./■  +  .r'-'^'' J\.r)  +,)•  F(,v.,  r)]  clr 

■^r-'\hx- ^ ,t;'-^»(,r)  +.rG;.r,  )•;]  (Ix  =  o, 

a  et  b  n'étant  pas  luils.  [i.  étant  su()ériein-  à  la  pente  des  divers  côtés  du 
polvgone  figuratif,  le  sommet  par  leepiel  passe  la  droite  figurative  de 
pente  u.  est  fourni  par  le  terme  nx^y^  à  moins  (pie  Ion  ait  7=1  vt 
y;  >  /•  -f-  1 ,  au(piel  cas  ce  sommet  est  fourni  par  le  terme  hx'*\y. 

Distinguons  trois  cas  : 

1"  On  n'a  pas  à  la  fois  (y  =  i  et/v^/-f-  i;  l'équation  transfoiniée  peut 
s  écrire 

(5)  x\(i  +,r''Fr,r,  c)|  (iv  +  c|;xc/  +  .(Mj  (.r,  c)J  (/,c  =  o; 
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2°  On  a 

7  =  1  et  f)  =^r  -\-  \ . 

On  a  [)our  équation  transformée 

(•6)  x\a  -f-.f''F(,r,  i')]  cA'-f-  i'[;.ACA  H-  h  -f-  .t/G(.r,  t')]  (/.r  =  o, 

3"   On  a 

^  =  1  et  p  '^  r  -h  i  on  y^  z=  r  n-  i  -|-  ,y. 

On  obtient 

(7)  J^*'  \a  +  ,r"F(.r,  r)]  r/t^  +  r  [A  +  .v'  G  {.v,  v)]  Hx  =  o. 

1"  Dans  le  premier  cas,  en  prenant  ;x  entier  et  aussi  grand  que  1  on 
vent,  on  obtient  tuie  équation  pour  laquelle  r  =  0,1^=0  sera,  en  i:;é- 
néral,  un  foyer;  nous  avons  vu  qu'il  v  a  une  infinité  de  caractéristiques 
pour  lesquelles  c  tend  vers  zéro  avec  .( .  En  laissant  de  côté  le  cas  où  l'on 
aurait  un  centre,  on  peut  donc  dire  fju'il  y  a  des  intégrales  d'ordre  supé- 
rieur à  n'importe  quel  nombre  a,  mais  cela  ne  prouve  pas  l'existence 
d'intégrales  d'oidre  infini.  Je  ne  puis  affirmer  cette  existence,  bien  que, 
pour  les  exemples  cités  à  propos  des  foyers,  ces  intégrales  existent. 

o     T~v  1  1  -1  '-«.  C/  +   6  ,  ,         ,  .  6  .  .  . 

a    IJans  le  second  cas,  si  le  rapport  ' — — ,  c  est-a-dne  -  est  imaginaire, 

on  montre  sans  peine  que  les  caractéristiques  d'ordre  infini  existent.  Elles 
sont  obtenues,  bien  entendu,  en  faisant  croître  indéfiniment  rargument 

de  .f,  et  cela  suivant  une  loi  convenable.  Si  le  ra[)port  '— est  réel,  on 

doit  le  supposer  positif  puisque  a  prend  des  valeurs  aussi  grandes  que  l'on 

veut.  On  est  dans  le  cas  d'un  col  si  -est  irrationnel,  d'un  foyer  ou  d'un 

centre  si  -  est  rationnel.    Dans  le  cas  d  un  foyer,  les  conclusions  de    1" 

(I 

sont  valables.  Si  Ion  a  un  col  nous   ne  pouvons  affirmer  ou  nier  l'exis- 
tence d'intégrales  de  (6)  et  à  plus  forte  raison  nous  prononcer  sur  les 


8o 
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intégrales  (rordre  iiifiiii.  Si  cependant  on  pent,  ponr  l'é(iuation  (()),  éta- 
blir l'existence  d'un  développement 

.v^"-^\'"H{.r,  v)  ^  const. 

fournissant  rintéi:;rale  i^énérale,  fait  qui  se  produira  dans  le  cas  d'nn 
centre,  il  n'y  a  pas  d'intéi^rale  de  (('))  tendant  vers  zéro  avec  .v,  par 
suite,  pas  d'intégrale  d'ordre  infini. 

3°  Nous  avons  étudié  une  équation  de  la  forme  (7).  II  résulte  de  cette 
étude  que  l'équation  en  v  admet,  pour  .r  tendant  vers  zéro  à  l'intérieur 
d'un  certain  secteur,  une  infinité  d'intégrales  d'ordre  infini. 

r.e  seid  cas  général  où  nous  puissions  affirmer  I  existence  d'une  infinité 
d'intégrales  d'ordre  infini  est  3°.  On  pent  dire  (|m'/7  ■>'  a  une  infinité dintv- 
grnles  d  ordre  iiifiin,  si  X  coefficie/it  de  c/.r  contient  y  en  fiivteiir  et  nony'^ , 
et  si  de  plus  I  ordre  en  x  de  y\  est  siij)érieiir  à  l'ordre  en  ,r  de  .rX,  on, 
ce  qni  revient  an  même,  si  le  point  le  pins  linut  dn  polfi^one  figuratif  est 
fourni  par  un  terme  de  yY  et  non  par  un  terme  de  x\. 

'40.  Intégrales  d Ordre  nul.  —  En  pernnitant  le  rôle  de  .r  et  de  )", 
nous  aurons  une  discussion  analogue  à  celle  rpii  vient  d'être  faite.  Poiu' 
qu'il  existe  des  intégrales  d'ordre  nul,  il  faut  que  l'équation  donnée  ad- 
mette l'intégrale  .r  =  o.  Il  existera  une  infinité  ef  intégrales  d'ordre  nul 
xi  Y  contient  ,r  en  facteur  et  non  .r" ,  et  si  le  point  le  plus  éi  droite  fin  j)oly- 
gone  figuratif  est  fourni  par  un  ternw  de  x\  et  non  par  un  terme  de  yY . 

41.  Intégrales  d  Ordre  fiifi.  —  Cherchons  s'il  y  a  des  intégrales  d'un 
ordre  déterminé  \l.  Deux  cas  peuvent  se  présenter,  suivant  que  la  droite 
figurative  de  j)ente  ;x  ne  contient  qu'un  sonunet  du  [)olygone  figuratif  ou 
bien  coïncide  avec  un  côté.  Examinons  successivement  les  deux  cas  : 

Intégrtdes  fournies  par   une  droite  figurative  ne  passant 
que  par   un   sommet. 

Soient  a[i  les  coordonnées  du   sonunet  considéré.    L'équation  trans- 
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formée  (3)  prend  la  forme 

(8)     .r  [B  <"^-'  -f-  y'F,  {.V,  i>\  I  -/V  +  ['[J^B-h  A;  i''^  +  x'G,  x,  r V|  r/.c  =  o. 

F,  et  (t,  sont  des  fonctions  liolomorphes  de  c,  mais,  contiennent,  en 
même  temps  que  des  puissances  de  .x\  des  puissances  de  .r',  v  étant  égal 
soit  à  'X  —  I  soit  à  i  —  y.  sui\ant  ipie  l'une  ou  l'auti-e  de  ces  quantités  est 
positive;  k  et  h  [)euvent  être  inférieurs  l\  un. 

Si  l'on  a  y/i -h  A^  o,  l'étpiation  considérée  n'admet  pas  d'inté- 
grale i'(.r)  tendant,  pour  .r  =  o,  vers  une  limite  finie  et  diliêientc  de  zéro. 
Il  n'y  a  pas  d'intégrales  d'ordre  y..  Il  ne  peut  v  avoir  cpie  des  intégrales 
dordie  excédant  y.  oii  des  intégrales  d'ordre  déficient.  L'étude  de  ces 
intégrales,  même  dans  le  cas  oîi  ;x  est  ratiomiel,  ne  me  semble  guère 
abordable. 

Si  l'on  a  ;j-B-t-A  =  o,  on  peut  remarquer  que  Ion  aura  !>  ~  o.  En 
posant  .r  ^  c'"  on  pourra  toujours  prendre/;^  assez  grand  pour  que  z''"' 
soit  supéiienr  à  un.  On  pourra  diviser  les  deux  membres  de  [S)  par  r.'"  et 
l'on  aura 

[]],:-'  _^  F^    ;.  (,^  I  ^i.  +G,  {::,  v\  ,lz  =  o. 

F,  et  (t,  sont  des  fonctions  liolomorphes  de  v.  z,  et  r."",  milles  pour  r-  =;  o. 

Prenant  arbitrairement  c,,,  on  aura  nue  intégrale  qui,  lorscpie  .v  tend 
vers  zéro,  tendia  vers  v^  {').  Nous  pouvons  remarquer  que  cette  équa- 
tion n  admet  pas  d'intégrales  d'ordre  nul,  car  elle  n'admet  pas  l'inté- 
grale .r^=o.  Il  ny  a  donc  pas  d'intégrale  d'ordre  evcédant  y..  En 
changeant  le  rôle  de  .c  et  de  y  on  montrerait  qu'il  n\  a  pas  non  plus 
d'intégrale  d'ordre  déficient  y.. 

PoKV  qu  ily  (lit  des  iiitcgrtilcs (ioidrc  [L^  'h/i'ctant  la  pente d' aucun  cùtc 
du  polygone,  il  faut  et  il  sulfit  ipte  la  droite  figurati\'e  de  pente  y.  edin- 
cidc  avec  la  tangente  en  un  soniuiet  du  polygone  figuratif.  Il  y  a  (dors 


('■)  On  démontre  facilement  qiron  peut  ol)tenir  c,  sous  forme  d'un  développement,  suivant 
les  puissances  de  x,  de   c'  et  d'une  constante  arbitraire  i„. 

n.  M 
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itne  infiiiitc  d  ittlégniles  d ordre  [l\  elles  .sont  algébroides  si  [J.  est  ra- 
tionnel. 

On  ()eut  (.'iH'Oïc  ôiioncer  le  théoièiiic  sous  la  forme  suivante  :  Si  lataii- 
gente  en  un  sommet  du  polygone  Jignratij' est  tout  entière  au-dessous  de 
ce  polygone,  en  désignant  par  [J.  la  pente  de  cette  tangente,  on  aura  une 
injinité  (F udégrides  d'ordre  h. 

Ces  intégrales  sont  alyébroides  si  [h  est  rationnel;  mais  elles  pourront 
être  de  degré  \>.  irrationnel  à  la  diflérence  des  intégrales  (jue  nous  allons 
étudier. 

V2.  Intégrales  fournies  par  un  côté  du  polygone  figuratif,  .le  désigne 
par  oc,,' [i,  et  cc^Vf?  [^z+i  lei  coorilouuées  des  deux  extrémités  du  côté;  ''J^j^Pj 
seront  les  coordonnées  d'un  [joint  figuralil  situé  sur  le  côté.  On  a  j)ar 
hypothèse 

1^<    <^   [^j  ^    /r^  I  • 

(9)  '='--+  ;-''[',■=  '■''J  -^  'f  I^y  ■=  •  ■  •  =  '^',+1  +-  ;^'[V.- 

On  en  conclut (jue  ;x  est  rationnel,  ;7.  =  -■  L'équation  transtormée  peut 
s'écrire 

■v\\iy'-'-h^V>yr'^l]i_^,i'''r,.-'-i-A:''l\v,.v,\di'^^ 

En  posant 

Des  égalités  (q)  on  déduit  sans  |)eine  (|ue  les  dillerences  [i  — [i,; 
[i,_^i  —  [i,  sont  des  multiples  (\e  q;  cp  (c)  ne  contient  que  i>'' . 

La  limite  vers  laquelle  tendra,  lorscpie  .v  tend  vers  ;éro,  iu)e  inté- 
grale p  (.r)  d'ordre  [j.  devra  satisfaire  à  l'eijnation  0(1.')  =  o.  J'appellerai, 
avec  M.  Autonne,  cette  équation,  étjuatio/i  indicatrice.  Soitr/,  une  racine 
de  cette  é(|nation;  en  posant 

X  =  .<■(',  y  =  yi ,  +  J,  )x'[ ,  c  ==  (/ ,  -h  r, , 
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on  obtient  une  équation  qu'on  peut  encore  appeler  équation  transformée. 
Si  r/,  est  une  racine  simple  de  l'indicatrice,  l'équation  transformée  peut 
s'écrire 

,r,  X,  (,r, ,  r,  ^  <lr,  +  [v  )■,  4-.y^/(r,)  -(-  ,r,  F(,r, ,  j-,  V|  d.r,  =  o, 

V  étant  une  constante;  nous  obtenons  une  équation  ayant  un  point  singu- 
lier du  premier  ordre. 

Si  rt,  est  une  racine  multiple  d'ordre/?,  de  l'indicatrice,  l'équation  trans- 
formée sera 

(lo)     .r, X,  '.r,  .r,^dy\  -h  f.r'," -\- r'['*\f\r , )  -r-  .r, F(.r,,r,  ^]  fl.i\  =  o. 

Si  l'on  a  \,  (0,0)  7^0  nous  obtiendrons  encore  une  équation  ayant  un 
point  singulier  du  premier  ordre  et  ré(|uation  pourra  s'écrire 

Dans  les  autres  cas,  on  aura  un  point  singulier  d'ordre  supérieur  à  un. 
Remarquons  encore  fjue  l'ordre  en  r,  de  X,(.r,,  r,)  peut  être  supérieur 
ou  intérieiu'  à  //,.  Si  cet  ordre  est  inférieur  à  /?,  nous  devons  remarquer 
que  l'équation  en  x,  et  >",  admet  une  infinité  d'intégrales  d'ordre  nul 
(§  30).  Si  l'écpiation  transformée  a  un  point  singulier  d'ordre  supé- 
rieur à  un,  nous  opérons  sur  elle  comme  sur  l'équation  en  ,r  et  en  7". 
Nous  clierclierons  les  intégrales  régulières  de  cette  nouvelle  équation. 
Nous  chercherons  particulièrement  les  intégrales  régulières  d'ordre  [h  et 
nous  ne  nous  occuperons  fies  intégrales  d'ordre  infini  ou  d'ordre  nul,  des 
intégrales  excédantes  ou  déficientes,  (]u'autant  fju'elles  se  présenteront  à 
nous  d'après  les  remarcpies  déjà  faites.  Si  une  racine  multiple  d'une  nou- 
velle indicatrice  nous  foinnit  une  nouvelle  équation  transformée,  ayant 
un  point  singulier  d'ordie  supérieur  à  un,  nous  opérerons  encore  sur  la 
nouvelle  équation  comme  sur  l'équation  primitive.  On  sait  (\\\' on  finira 
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ainsi  par  obtenir  des  éfinatioas  ayaiil  un  point  singulier  du  premier  ordre; 
lions  (lômontreroiis  du  reste  ee  lait.  Dans  eette  suite  de  transformations 
nous  serons  obligé  de  renoneer  à  la  recherche  des  intégrales  de  (  i  )  qui  ne 
fourniraient  pas  des  intégrales  régulières  des  é(|uations  transformées 
intermédiaires.  Nous  serons  même,  dans  beaucoup  de  cas,  obligé  de 
renoncer  à  la  recherche  des  intégrales  (jui  ne  fourniraient  pas  des  inté- 
grales régulières  d'ordre  fini  des  diverses  équations  intermédiaires.  Nons 
pouvons  dire  :  Par  ces  transformations  nous  obtenons  tontes  les  inté- 
grales régulières  d'ordre  fiin  (jui  fournissent  des  mtégredes  régulières 
d'ordre  fini  des  diverses  éfjuattons  traiisforniées ,  ipie  nous  cmj)loyons  dans 
leur  reelierclie.  F. es  inti'grales  algébroides  derécjuation  donnéefbnt  partie 
de  cette  catégorie  d'intégrales  régulières.  Nous  obtiendrons  done,  comme 
cas  pailieulier  de  cette  recherche ,  les  intégrales  al gébroides. 

Aô.  Avant  démontrer  <pie  la  réduction  an  premier  ordre  peut  toujours 
s'etlèctuer,  et  d'examiner  ensuite  diverses  catégories  d'intégrales  d'ordre 
fini  qu'on  obtient,  je  vais  examiner  diverses  [)articularitésqui  peuvent  se 
présenter. 

J^'iudicati-ice  cp  (1^)3=0,  (()'),  admet  [ij^,  —  [i,  racines  égales  on  iné- 
gales, mais  non  nulles  en  général.  //  y  a  exception  si  l'on  a  A,  -+-  y-li,  =^  o,' 
c  est-à-dire  si  ht  tangente  au  sommet  rj..,\^j^^  extrémité  supérieure  du  côté 
considéré  du  polygone,  coïncide  avec  ce  euté.  S'il  en  est  ainsi  l'équation 
transformée  en  v  et  x  peut  s'écrire,  15,  n'étant  pas  iml 

x[\l,v'':^'  +  l'^'/V')  -h  a:''F[X,v)\  dv  +  [^'^''•g{i>)  +  •'■'(-'  ,-i;  '•)]  '^■^'  =  "• 

On  peut  snpposeï'  (|ue  dans  cette  équation,  on  a  remplacé  x  par  x''  de 
manière  à  éviter  les  jouissances  fractionnaires.  On  \  oit,  d'après  la  remarcpie 
faite  à  propos  des  intégrales  d'ordre  md  (^  10),  que  cette  écjuation 
admet  une  infinité  d'intégrales  f  i^.tj  tendant  vers  zéro  avec  ,r  et  d  ordre 
nul.  L' équation  primitive  admettra  une  tnlintté  d  intégrales  d'ordre  excé- 
dant 7..  De  même  si  la  tangente  ii  l'e.vtn  tnité  iii/érieure  du  côté  considéré 
coïncide  avec  ce  euté,   l'étpaition  admet  une  m/inité  d' intégrales  d'ordre 
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déficient  a.  Pour  le  démontrer,  il  siiftit  de  permuter  le  rôle  de  .r  et  i\e  y 
et  de  s'appiiver  sur  le  résultat  précédent. 

Un  autre  cas  j)lus  paitieidier  est  celui  où  o  (c)  est  identi{|uement  luil. 

On  voit  en  remplaçant  ,r  par  x''  de  manière  à  éviter'  les  exposants  frac- 
tionnaires qu'on  obtient  Féciuation 

(il)  [-Bi^'*"'  -H  ■cF  a',  V  i]  dv  -h  G  .f,  v  (Ix  ^=  o. 

i^  s'étend  à  tous  les  termes  dont  les  points  figuratifs  sont  stn-  le  coté  consi- 
déré du  polygone  et  ce  ^  n'est  |)as  identirpiement  nul,  car,  es  [v)  étant 
identicpiement  nul,  si  tous  les  ]]  étaient  nuls,  tous  les  A  seraient  aussi 
nuls. 

L'é(|uation  (ii)  admet  une  infinité  d'intégrales  holoin()r|)!ies  tendant 
vers  inie  valeur  arljitraire  c^  lorscjue  x  tend  \eis  zéro.  Ceci  à  condition 
toutefois  qu'on  n'ait  pas  lll>r^^"'  ^o,  et  ("r  0,1^,11=0.  L'étude  des  inté- 
grales tendant  vers  ces  valeurs  exceptionnelles  revient  à  l'étude  de  points 
singuliers  d'écpiations  diUerentielIes. 

Ce  (pli  vient  d  être  dit  pour  un  côté  du  polvgoiie  est  vrai  pour  les  cotés 
extrêmes.  .Mentionnons  cependant  les  particularités  qui  peuvent  se  pré- 
senter pour  le  côté  supérieur.  Si  )  n'est  pas  en  facteur  dans  X,  l'expres- 
sion xX  et  )\  ,  dont  les  ternies  nous  ont  fourni  les  points  figuratifs,  con- 
tiendra un  ternie  où  x  entre  seul.  L'extrémité  supérieur'e  du  polygone 
aura  pour  coordonnées  f^,.^  o,  ce.  =  //  ;  on  aura  1>,,  =  o  et  A^  7^  o  ;  on  ne 
pourra  avoir'  A^H-aB^.  =  0.  11  ne  pourra  y  avoir  une  infinité  d'inté- 
grales algébroides  comme  dans  le  cas  précédent.  Le  degré  de  lindica- 
trice  relative  à  ce  côté  ne  s'abaisse  pas.  Si  )■  est  en  facteur  dans  X, 
l'extrémité  supérieure  du  polygone  sera  [i,,  =^  i.a.,, ^/^ —  i.  L  équation 
transfor  niée  peut  s'écrire 

x[  1)^-1-  i>/\v]  -h  xV  .V,  i)  \  (Iv  -i-  (■[  A,.-r  yd\,  H-  vg[v)  -\-  .j'G^.r,  v }\  =  o. 

A^  et  Bp  ne  sont  pas  nuls  sinnillanément.  On  a  donc  une  équation  à 
point  singulier  du  premier  ordre,  tout  à  fait  analogue  à  l'équation  (3)  ou 
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à  (^)  (première  Partie).  Cette  é(|nalion  peut,  outre  l'intégrale  )=n,  fournir 
soit  des  intégrales  d'ordre  excédant,  soit  des  intégrales  d'ordre  infini,  soit 
encore  des  intégrales  d'ordre  fini  si  la  tangente  au  sommet  extrême  du 
polygone  laisse  celui-ei  au-dessus  d'elle. 

Des  remarques  analogues  valent  |)Oin'  le  côté  iuférieur  du  polygone.  Si 
l'énnation  primitive  n'admet  pas  l'intégrale  .v  t=  o,  l'indicatrice  relative  à 
ce  côté  n'a  pas  de  racines   infinies.  .Si  l'équation   primitive  admet  l'inté- 

grale  .i=:o,  en  posant  .r  =  7''V,  on  mieux  .r=r'[x,)- =  >-,'»  on  obtient 
une  équation  soit  de  la  forme  (3),  soit  de  la  forme  (5).  Elle  fournit  soit 
des  intégrales  déficientes,  soit  des  intégrales  d'ordre  nul,   soit  des  inté- 
grales d'ordre  inférieur  à  ^^  toujours  poiu-  l'équation  primitive. 
On  peut  donc  conclure  : 

)"  Si  l'rqiialion  iiuUvatrice  relative  à  un  calé  de  pente  a  du  po/fi^one 
fiiiurotifa  un  nombre  de  racines  finies  et' non  nulles,  inférieur  à  la  dif- 
férence des  abscisses  de  ses  deu.v  extrémilés,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  si  les  tangentes  à  Vuiie  ou  à  l'autre  des  extréuntés  du  côté 
edincidcnt  avec  ce  cillé,  sans  qu' il  en  soit  de  nicntc  des  tangentes  au'.r 
autres  points  figuratifs  situés  sur  le  céîté,  Féquataui  a  u/u  infinité  iT  in- 
tégrales, d'ordre  excédant  si  la  tangente  à  V extrémité  supérieure  coïncide 
avec  le  coté,  d'ordre  déficient  si  c'est  la  tangente  à  l'extrémité  inférieure 
qui  coïncide  avec  le  cote.  Les  deux  circonstanecs  peuvent  se  produire 
simultanément. 

2,"  Si  ré(/uatiou  indicatrice  est  une  identité,  c'est-à-dire  si  les  tangentes 
aux  divers  points  figuratifs  situés  sur  le  cuté  de  pente  |x  coineidcnt  toutes 
avec  ce  côté,  l'équation  [\)  a  une  infinité  ri' intégrales  algéhroïdes 
d'ordre  ;x. 

't^.  Montrons  que,  eu  opérant  sur  les  équations  transformées  succes- 
sives comme  nous  avons  opéré  sur  ré(juation  primitive,  on  arrivera  à  un 
point  singulier  du  premier  ordre.  Ru  se  reportant  à  l'équation  (lo),  on 
voit  que,  à  une  racine  nniltiple  d'ordre/?,  d'une  indicatrice,  correspond 
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une  équation  qui  a  un  point  singulier  an  plus  d'ordre  //,.  D  autre  part,  la 
somme  des  degrés  des  diverses  indicatrices  relatives  aux  divers  côtés  du 
polygone  est  au  plus  égale  à  l'ordre  eu  r  de  l'équation.  Eu  ell'et,  désignons 
par  [î„ ,  [i  I ,  . . . ,  [i,,  [i,^, ,  . . . ,  [i^  les  abscisses  des  divers  sommets  du  polygone 
figuratif.  L'indicatrice  relative  au  côté  [i,,  [i,^^,  étant  de  degré  au  plus  égal 
il  [i,+,  —  i^,,   la  somme  des  degrés  sera  au  plus  [i,, —  [i„  :   c'est-à-dire  au 

plus[ig.  Enfin  ;x  =  -  désignant  la  pente  d'un  côte,  l'indicatrice  ne  contient 

que  i)''  et  ne  sauiait  avoir  toutes  ses  racines  égales  (jue  si  l'on  a  q  =  \ .  On 
conclut  de  i-i  que  le  degré  des  points  singuliers  des  éiju.itions  successives 
ira  en  s'abaissant,  à  moins  (]ue,  dans  les  changements  de  vaiiables  sueces- 
sifs  [,<•  ^  ,r^,  r  ^:=  )'|'  c/ -r- V",  i],  ou  uc  finissc  par  avoir  toujours  ^  =  i .  Je 
dis  que,  même  s'il  en  est  ainsi,  on  finira  par  obtenir  un  point  singulier  du 
jjremier  ordre.  Nous  pourrons  supposer  pour  la  démonstration  que  c'est 
à  partir  de  l'écjuation  primitive  que  l'on  a  q  =  i  et  que  l'on  peut  conserver 
la  variable  ,r.  Les  changements  de  variables  successifs  que  l'on  fait  sur  )  ,, 
Tj,  .  .  .  reviennent  alors  à  un  changement  de  la  forme  ^ 

y  z=  c/j  X'''  -h  Oj.f''^  H-  .  .  .  +  «,„.*■'"  -h  .i"'ft. 

Nous  pouvons  ramener  ce  changement  aux  deux  changements  suc- 
cessifs 

r  =  o i  x  1  -h  r-,  ;  =  ui-'". 

Etfectuons  le  premier  changement  ;  on  a 

Y[",r,9(.r)  -hz]ch-h\  X  [,r,  o(,r} -h  ^Jcpï.r)  H- X[.r,  cp(,r  i  + -]  ;r/.r  =  o. 

On  montrera,  en  raisonnant  comme  dans  un  cas  analogue  (§50:,  et 
supposant  (pieX(^c,  ))  et  Y(.f,  r)  n'aient  pas  de  facteiu'  commun,  que,  de 
quelque  fiiçon  qu'on  détermine  les  termes  successifs  de  o(,t)  en  nombre 
illimité.  Tordre  de  l'une  des  (piantités 

Y  [ -v,  o (a:,  r)\      ou      o\,v'  Y  I  .r,  9 {.v)]  -h  X [.r,  o  (x)] 

finit  par  rester  constant. 
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.le  (lis  que,  (Lus  \es  (•liaiii:,eineiits  de  variiibles  que  nous  ellectuons, 
l'ordre  de 

9'(.rn7,r,9(.r)]  +  X[.r,9(.r)] 

ne  peut  rester  e(inst;uit. 

F.n  ellet,  soit  //-  l'ordie  de  Y[.r,  o  (.»")]  et  soit  /■  l'ordre  de  l'iuitre  (|u;hi- 
tité;  ///  poiivaut  (Hre  piis  aussi  e,ran(l  que  l'on  veut,  on  voit  que  ré(piation 
eu  ,r  et  //  se  luel  sous  la  forme 

,i'  ]  .r'"-^'-' A  !  .f,  //)  da  +  I  lî  +  ,rB(.f,  /-  ;  |  r/.v  !  =  o. 

Api  es  avoir  divisé  [mw  .r*,  on  obtient  une  (^(piation  (pii  n'a  plus  de  point 
singulier,  ee  (pii  ne  peut  (^tre  puisque  les  tMpiations  transfoiniées  sueces- 
sives  admettent  toutes  pour  valeurs  singulièies  les  valem-s  nulles  des  deux 
variables. 

Donc,  ?n  croissant  indt^finiment,  //  Hniia  par  rester  constant,  /.•  deviendra 
aussi  grand  qu'on  voudra.  L'équation  en  //  et  a' pourra  s'écrire 

.r'-^'"  A  (_.r,  //  )  <///  +  [i''/  :  n  \  +  ,,■'-'  Bf  ,r, ,/  j  j  ^,r  =  o, 

//  étant  au  |)lus  égal  à  //,  A^o,o)  n'étant  pas  nul.  L'équation  étant  tuie 
équation  transformée  ayant  .v^=r  =  o  pour  point  singulier,  on  aura 

//'  -h  ///  ^  /<-■  H-  1  et  /\  o  )  =  o 

Montrons  que  le  polynôme  /\//)  sera  du  premier-  degré  si  ///  est  assez 
grand.  Soit  r  son  degré,  l^'après  les  fonnules  de  transformations,  //  n'entre 
dans  l'équation  (jue  par  le  produit  //,)'".  On  aura  donc  /i  ^rm,  d'où  l'on 
conclut  //'+  11/  >  /■///.  En  prenant  >/i  suj)érieur  à  //,  on  aura  /•  <  'i.  En 
divisant  par  x^,  on  aura  une  équation  à  point  singulier  du  piemier 
ordre. 

Nof/s  arrivej-oiis  donc  fo//jo//r\^  par  ht  suite  de  traiisf'ontiations  indi- 
quées, à  des-  cqiKttions  (lyri/U  chacniœ  un  point  si//i,^///ifi-  du  premier 
ordre. 
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45.  Enuiiiérons  les  diverses  formes  d'équations  à  [)oiiit  siiii^iilier  du 
premier  ordre,  qu'on  finira  par  obtenir  pour  équations  transformées.  Les 
variables  seront  r.  et  ^;  ;'==  ,<■  : 

i" 

(12)      z(à-+-[[J.t^t-J[t)  +  zF\z,t]\(/z=^o,  avec  [^-T^o; 

■2° 

(i3)  zr/t-h[y^t''^t"-^'f[t)  +  xF,:;,  ^  ij  r/;  =  o; 

(l4)  zG{z,l^.r/t-t-\[Jj-^r'/\t)-i-zFiz,t)]dz^o, 

G(o,  o)  étant  mil. 

Ce  sont  des  cas  particuliers  des  équations  examinées  dans  la  première 
Partie.  11  me  parait  peu  utile  d  énuniérer  de  nouveau  les  résultats  trouvés 
à  ce  propos.  Je  remarquerai  seulement  que  (1  3}  et  (  i  '1.)  nous  donnent  une 
infinité  d'intégrales  t[z)  non  holomorphes;  (i3)  nous  donnera  toujours 
une  intégrale  l)olomor[)he/^l  z.  1  ;  [^lA^  nousfournira  un  dévelojjpement  ((z) 
satisfaisant  formellement  à  l'équation,  mais  en  général  ce  développement 
ne  sera  pas  convergent;  i^iti)  donne  une  intégrale  Ijoloniorplie,  à  moins 
que  y.  ne  soit  un  entier  négatif,  et  [)eut  fournir  une  inlinité  d'autres  inté- 
grales qui,  lorsque  a  est  rationnel  et  négatif,  sont  algébroïdes. 

AU.  Intégrales  normales.  —  L'équation  (1 1)  admet  toujours,  si  ;x  n'est 
pas  un  entier  négatif,  une  intégiale  lioloniorphe  autre  que  ;  =  o. 

Supposons  qu'elle  n'admette  pas  d  autre  intégrale  holoniorphe.  L'inté- 
grale algébroide  de  l'équation  primitive  fournie  par  cette  intégrale  holo- 
niorphe sera  dite  intégi-ale  normale. 

Une  iîitégrale  normale  est  une  intégrale  algébroide  de  \^i)  Joarnie par 
une  équatton  transformée  de  la  forme 

zdt  -h  ( —  A^, .  .  .]  dz  =  o, 

<)//  A  /éest  ni  /ml,  ni  un  entier  posili/'. 

I).  i< 
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Une  ])iireille  intégrale  ponna  s'expiiiner  par  la  formule 

-).-=:  r/,.î.''^''H- c/.,.r-'^^-f-r^3.r!|'-|-.  .  ■  +  •»'';'('■'„+  0' 
en  posant 

t  (lésii;nant  l'intégrale  lioloinorplie  de  (i:^.  ))  ponvant  se  développer  sui- 
vant les  pnissances  de  z.  Kn  posant 

•"^Vn  72'    ■  ■  ■■>  Hn  et  •c„=:;, 

on  aura 

y  ^  a  ^  zf'  H-  ri .,  zf^  -h  a .,  r.''^  -H .  .  •+'■'„  ''"  (  i  H- .  .  .  )  et  ,r  =  -' , 

ce  développement  étant  convergent  pour  r.  suffisamment  petit  en 
module. 

Connue  il  est  facile  de  voir  (pTun,  au  moins,  des  nombres  .?,,  .v,,  ,..,.$•„ 
est  premier  avec  ,y,  on  en  conclut  que  les  s  intégrales  formant  un  cycle, 

que  l'on  obtient  en  rem|)lacant  7.  par  .r" ,  satisfont  à  l'équation  différen- 
tielle. On  peut  former  un  dévelop])enient  holomorphe  9  (  ),  .r)  qui  sera 
d'ordre  s  en  y  ç\  d'ordre  ,v,  en  r,  et  cpii,  décomposé  eu  facteurs,  nous 
fournira  les  intégrales  du  cycle  considéré.  En  désignant  par  r/,  le  plus 
petit  des  deux  nombres  s  et  s ^ ,  je  dirai  (pie  9(j,  -v)  =^  o  fournit  une  inté- 
grale algébroide  d'ordre  de  multiplicité  ç,  ou  encore  qu'elle  fournit  q  inté- 
grales normales. 

Avec  cette  convention,  on  peut  diie  que  Xcquatum  (1),  oh  X  ctX  sont 
((' ordre  //,  admet  ou  plus  //-h  r  intégriiles  iioinmle.s.  Pour  le  montrer, 
remarquons  que  l'ordre  de  multij)licité  d'une  iutc'grale,  cp(  }'•,  .r)  =  o, 
n'est  pas  changé  par  une  substitution  linéaire  et  rpie,  par  cette  substitu- 
tion, uneintégrale  normale  reste  une  intégrale  normale.  En  faisant  uuesnb- 
stitution  telle  (pie  l'écpiation  n'admette  ni  l'intégrale  .r=  o,  ni  l'intégiale 
7=:o,  les  abscisses  des  deux  extrémités  du  polygone  figuratif  seront  res- 
pectivement //  -h  I  et  o.  La  somme  des  degrés  des  diverses  indicatrices  sera 
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/<  H-  I .  Si  ces  indicatrices  n  ont  que  des  racines  simples,  chaque  racine,  ainsi 
que  nous  l'avons  vu  au  ^  ^2,  fournira  au  plus  une  intégrale  normale. 

Si  l'on  considère  une  racine  d'ordre  n,  d'une  équation  indicatrice, 
l'équation  transformée  correspondante  auia  un  point  singulier  de  degré 
au  plus  égal  à  n,.  l^a  soiimie  des  degrés  des  diverses  indicatrices  relatives 
à  cette  équation  transformée  sera  égale  au  [)lus  à  n, .  Il  y  a  lieu  pour  cette 
équation  de  faire  u\\  changement  de  variable  tel  que  l'équation  n'admette 
plus  l'intégrale  )•,  =  o,  si  elle  existe,  alin  de  pouvoir  considérer  connue 
intégrale  normale  l'intégrale  r  coriespondante;  mais  il  n'y  a  pas  lieu  de 
faire  un  changement  de  variables  tel  que  l'équation  transformée  qui  admet 
toujours  l'intégrale  x,=:  o  n'admette  plus  cette  intégrale.  En  elTet,  x\  =  o 
ne  fournit  pas  d'intégrale  de  l'équation  donnée.  )  \ous  pouvons  dire  que 
la  somme  des  degrés  des  diverses  indicatrices  des  diverses  équations 
transformées  est  au  plus  égale  à  /*  -f-  i .  Comme  on  finira  |)ar  arriver  à  des 
équations  transformées  dont  les  indicatrices  n'auront  que  des  racines 
sinqjles  et  dont  chacune  fournira  au  plus  une  intégrale  normale,  le  nombre 
de  celles-ci  sera  au  plus  égal  à  «  -h  i .  Il  est  facile  de  former  des  exemples 
où  il  V  a  // -h  I  intégrales  normales.  En  généra/,  l'équation  (i)  uii  les 
ternies  de  degré  minimum sujit  de  degré  n  aura  n  -t-  i  intégrales  normales . 

Enfin,  il  lésulte  de  la  discussion  ((ui  vient  d'être  faite  le  théorème  sui- 
vant ;  Toutes  les  J ois  que  le  uomhre  des  intégrales  normales  sera  infé- 
rieur à  w -h  I  ,  nous  aurons  une  infinité  d  intégrales  régulières  qui,  en 
général,  ne  seront  pas  liolomorphes. 

47.  Eu  général,  il  y  ain^a  n  -h  i  intégrales  algél)roules  qui  seront  en 
même  tenqis  des  intégrales  noi  maies.  Mais,  dans  des  cas  particuliers,  il  y 
a  des  intégrales  algebroïdes  qui  ne  sont  pas  des  intégrales  normales;  par 
exemple,  si  Ion  arrive  à  une  équation  de  la  forme  (i3}  l'intégrale  holo- 
morphe  t^z)  de  cette  équation  fournira  une  intégrale  algébroïde  de  (i), 
mais  non  une  intégrale  normale.  I.e  raisonnement  du  paragraphe  piccé- 
dent  montre  que,  si  l'on  considère  les  intégrales  algebroïdes  Y[,r)  de 
l'équation  (i),  le  nombre  total  des  intégrales  algebroïdes  est,  en  général, 
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//  +  1  ;  s'il  y  <'ii  a  plus  (l(^  //-{-[,  il  y  en  a  une  inliiiité.  Fies  seuls  cas  oîi 
il  puisse  y  avoir  une  iiilinité  d'intégrales  algébioides  sont  les  eas  signalés 
(§  Al  et  §  4.'>)  et  le  eas  où  dans  (i  a)  ;x  est  négatif  et  rationnel.  Dans  ce  der- 
nier cas  ces  intégrales  existent  certainement,  si  a  n'est  pas  entier.  Si  a 
est  un  entier  (  y- ^ — p),  il  faut,  [)oin'  qu'elles  existent,  (|u"il  v  ait  une 
relation  entie  les  coefficients  de  ("2).  On  sait  ([u  on  peut  trouver  cette 
relation  en  formant  ï('(///(it/()n  ininsfl)\iiirc  pai-  la  substitution 

/  =  ^/ ,  r.  -h  r/,,  -'  -f- .  .  .  H-  r.""'  i  <-/„_,  +  «) , 

de  manière  à  être  ramené  au  cas  de/;  =  1.  D'a|)rès  cela,  on  \oit  facile- 
ment qu'on  peut  résumer  tous  les  eas  en  disant  :  //  )■  a  une  in/iiiitr  d  iiitr- 
gralcs  a/i^fbri>/fles  dans  les  deux  cas  suivants,  et  seulement  dans  ces 
deux  cas  : 

i"  En  un  sommet  du  polygone  Jlguratil  (le  léeiuatiou  donnée,  ou 
d  Une  des  transformées,  la  tangente  (t  une  pente  rationnelle^  laisse  au- 
dessus  d'elle  tout  le  polygone  et  ne  coïncide  pas  avec  un  ctké  du  polygone. 

a°  Les  tangentes  aux  dilJérents  points  d'un  coté  du  polygone  fi gui'atij\ 
de  l 'équation  ou  d'unecles  éfjuations  transformées  coincidcnt  avec  ce  coté. 

ir.  —  lîeelierclw  dans  certains  cas  de  l intégrale  générale 
d  Hue  équation  dtfférentwlle  dans  le  voisinage  devcdeurs  sm^ulieres- 

■îî).  Par  analogie  avec  ce  qui  a  lieu,  en  général,  pour  wn  point  sin- 
gulier du  premier  ordre,  on  peut  chercher  si,  dans  le  voisinage  d'un  point 
singulier  d'ordre  siqiérieui',  l'intégrale  généiale  d'une  équation  différen- 
tielle ne  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(  1  5 )  (/''■*■•''  A';;  A'^  .  .  .  a;'  .  .  .  A'^;  —  consi . , 

//(.(',)•)  étant  luie  fonction  holomor[)he,  les  A  des  facteurs  (pii,  égalés 
à  zéro,  fournissent  des  intégrales  algébioides  de  l'équation  donnée  que 
nous  écrirons  en  supposant  les  termes  de  degré  miuinunn  de  X  et  Y  de 
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degré  fi  : 

(i6)  ^  (.r,_rj  r/vH- X(.r,  j)r/a-'  =  o. 

Il  est  évident  que  des  classes  étendues  d'équations  dillérentielles 
admettent  une  intégrale  générale  de  cette  l'orme,  puisqu'en  diflérentiant 
la  relation  (i5)  on  trouve  une  équation  dideientielle  ayant  un  point  sin- 
gulier d'ordre  supérieur  à  lui.  .Mais  nous  allons  voir,  qu'en  général,  l'in- 
tégrale n'est  pas  susceptible  d'être  mise  sous  celte  forme.  Nous  laisserons 
de  côté  le  cas  exceptionnel  oîi  1  équation  (iH)  a  (u\e  infmité  d'intégrales 
algébroides.  Nous  devons  tlouc  prendre  au  plus  dans  (i5}  «  H- i  fac- 
teurs A.  Si  quelques-uns  de  ces  fiu'teurs  étaient  de  la  forme 


y  —  a,  .V   —  a„w        avec     ^—  <  i , 


nous  ne  com[)terions  les  s  facteurs  analogues,  d'après  ce  qui  a  été  dit 
g  AU,  que  pour  p,  facteurs.  D'autre  part,  nous  ne  devons  pas  prendre 
dans  (i5)  moins  de  // -f-  i  facteurs  A,  si  nous  voulons,  en  didéreuliant, 
obtenir  une  équation  pouvant  être  identifiée  à  (16),  dans  laquelle  nous 
su[)poserons  que  Y  et  \  n'aient  pas  un  fiicteur  comnuui  i;  \x',  >)  liolo- 
morphe  etuul  pouV  .r  =  )•  =  o.  Reniarquons  enfin,  qu'eu  dillérentiant  la 
relation  (i5),  on  obtient  une  équation 

(17)  Y,  {a.\  y)  dy  +  X,  (x,  j)  dx  =  o, 

et  l'on  doit  avoir 

X,(a;,7)==[A'-hM(.r,j)|X(.r,.r);      \  ,{.x:,y)  =  [k  ^^{,v,f)\\  (.v.  f), 

M(x,  j)  étant  liolomorplie  et  nul  pour  .(■=  )'=:o.  Nous  pourrons  lou- 
jouts  diviser  //(.r,  })  par  la  constante  A-,  ainsi  que  les  diveis  exposants  A, 
dans  la  formule  (i5),  et  supposer,  par  suite,  que  l'on  a,  si  l'intégrale  peut 
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se  mettre  sous  la  forme  indiquée, 

\  X.(.r,r)-|i  +  M(.r,;r)JX(x,r), 
/    ^  ,  (.r,  j)  =  I  I  +  M (x,  j)]  Y (,r ,  .)•  ) . 

Ai).  Proposons-nous  de  déterminer  l<^s  valeiu's  possibles  des  expo- 
sants A,  telles  qu'on  puisse  avoir  les  relations  (i8). 

De  ce  c|ue  nous  avons  vu  dans  le  Ciinpitre  précédent,  il  résulte  (|u'on 
peut  trouver  un  entier  m,  tel  qu'en  remplaçant  ,r  par  .v'"  toutes  les  inté- 
ji;rales  algébroides  de  l'équation  deviennent  des  intéi^rales  holomorplies. 
Nous  poserons 

A,=  ;)■ —  c/^r  —  a\v- .  .  .a"'.v"' .  .  .  ==  y  -i-  o,(.r). 

En  dilïérentiant  (  i5)  on  obtient 

[//^  (l.v  +  /i\,  c/j)  A„  A I  .  .  .  A,, 

-^^SL,[dr-^^\{x)<l.r\\,\,..    A,_.  A,^,  .  .  .  A,  =  o. 

Supposons  que  le  coefficient  a".'  de  A-  ne  soit  pas  égal  au  coefficient 
de  x'"  dans  un  autre  des  facteurs  A,  les  coefficients  précédents  <■/'"',  etc. 
étant  égaux  aux  coefficients  correspondants  d'autres  tlicteurs.  Si  je  pose  . • 

(19)  y  —  «] ^'^  +  fi] X-  H-  ...  -h  ( a"  -^  v)x"' , 

en  remplaçant  r  par  cette  expression  dans  (17),  divisant  j,>ar  la  puissance 
de.x-  qui  se  trouve  en  facteur  dans  tous  les  termes  et  ne  considérant  que 
les  termes  de  degré  minimum  en  v  et  eu  ,r,  j'obtiens  une  équation  que  je 
puis  former  plus  simplement  en  faisant  la  substitution  (19)  dans  le  premier 
mcnd^re  de  (i5)  et  en  ditlerentiant  ce  premier  mendjre.  Supposons  que 
dans  ces  conditions  on  ait 

Ay  =  x'"' {bj-\-  .  .  . )  H-  ux'" ;  hj  ^  o ;  vij  <  /// . 

On  a 

A,  =  fl.„ ...  .r'""^'  H-  ...  -4-  (',</". 
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Si  l'on  pose  r,=  I!///yAy,  où  /  [)ren(l  les  valeurs  o,  i  ,  2,  3,  .  .  .  ,  /?  et  où 
l'on  suppose  m-  égal  à  ni,  on  aura 

(20)       f\...hi_^  /v,  •  ..l>n\x\\  -h  F(.r,  i»^]  fl?('  -}-  [cc.  +  'PGl/f,  '')]  '^•c  i  =^  o, 

F (0,0)  étant  nul. 

Si  je  fais  la  même  substitution  (ig)  dans  l'équation  (16),  j'obtien- 
drai (20)  au  facteur  près  1  -h  M.  Les  termes  de  degré  minimum  seront 
donc  identiques  dans  les  deux  cas.  Il  en  résulte  que  l'on  a  r^^o,  car  si 
l'on  avait  c,=  o  (20)  et,  de  même,  (16)  aurait  une  infinité  d'intégrales 
holomorphes.  Il  en  résulte  encore  que  l'intégrale  A,  =  o  est  nue  intégrale 
normale,  puisque  nous  supposons  qu'il  n'y  ait  pas  une  infinité  d'intégrales 
algébroides.  En  identifiant  ensuite  les  coefficients  des  termes  .rdv  dans  les 
deux  résultats  de  substitution,  nous  avons  la  valeiu-  de 

et,  par  suite,  la  valeur  de  a,,  les  coefficients  a„,  a,,  a-,  .  .  .,  <(,,  pouvant 
être  supposés  calculés  à  l'avance. 

Notis  avons,  pour  simplifier  les  notations,  rendu  holomorphes  toutes  les 
intégrales  algébroides.  Cela  n'est  nullement  nécessaire  pour  le  calcul  des  a. 
En  ed'et,  si  l'on  a  une  variable  .) , ,  liée  à  .r  par  la  relation  .r^=.r,,  nous 
obtiendrons  les  termes  de  degré  minimum  de  l'équation  transformée,  fpii 

nous  fournit  l'intégrale  A,,  en  remplaçant  dans  (20)  ,r  par  x^  et  d.i:  [)ar  — ^  • 

En  formant  directement  cette  équation  transformée,  en  partant  de  (16), 
on  obtient  par  l'identification  \. 

Si  le  coefficient  a"^  et  les  coefficients  précédents  de  A^,  avaient  été  égaux 
aux  coefficients  correspondants  de  A„,  A,,  .  .  .  ,  A^_,  et  dilférents  des  cor- 
respondants de  A^+i, .. .,  A„,  la  même  substitution  dans  (i  7)  nous  donnerait, 
en  employant  le  procédé  et  les  notations  déjà  employées, 

bk  'h^^  ■■  -Kl  Ou  +  >-  +  .  .  .  4-  A,)  .'i'*-'  r/v 

-+-  X  F(,i',  v)  ch'  -f-  \(r''  -h  .rG(,f,  f  )]  dv  !  =  o, 
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(l'on,  en  idcnliliant  avec  l'éqnatioii  tiaiisl'orniéeobtenneen  partant  de  (16), 
la  (iétei'niination  de  la  sonnne  a,  -+-  A.^  4-  .  .  .  H-  A, . 

On  jxMit  montrer,  à  l'aide  de  ce  (jne  nous  venons  de  dire  sur  la  delei- 
niinalion  des  exposants  a,  rpie  les  /,  relatifs  aux  dixei'ses  intéi^rales  d'un 
rnèrrre  cycle  sont  ej;an\  et  cpre,  par-  consécpien! ,  orr  peut,  dans  (1  >)  asso- 
cier les  facteuis  de  manière  à  n'avoir'  que  le  produit  de  facteurs  I10I0- 
nror])lies.  Je  ne  donnerai  pas  cette  dénionstiation  qiri  n'oH're  {pr'inic  com- 
plication de  notation.  Le  fait  signalé  ne  nous  sera  {)as  utile  dans  la  suite. 
Dans  le  cas  où  la  forme  d'irrtégi'ale  (i  ">)  sera  valable,  Fégalité  des  A  relatifs 
arrx  intégrales  d'irn  même  cycle  résulter'a  a  poxicriori  du  raj)procliemeirt 
des  deirx  laits  :  r  '  le  premier  membre  de  (i  '))  est  convergent  pour  j,r| 
et  l}^!  sirftisamiuent  petit,  quel  que  soit  l'argirment  de  .f;  :>."  le  système 
des  exposants  \  est  déterminé  d'une  façon  unique,  abstraction  faite  d'un 
fiicteirr  Â'  dont  noirs  avorrs  parlé. 

Le  ealcrri  oire  nous  avons  indiqué  s'appliqire  sans  difficulté  à  la  détei-- 
mination  de  l'exposant  de  l'intégrale  r  =  o,  si  elle  existe.  En  permutant 
le  rôle  de  .r  et  de  r,  il  s'applique  au  calcul  de  l'exposant  de  l'intégr-ale 
,r  =  o,  si  elle  existe. 

Noirs  avons  les  conclusions  srrivarrtes  :  r"  Ui  foinie  indujncf  j)onr  I  in- 
tégfdle  générale  ne  peut  être  Viduble  (jiie  si  I  étiuatioii  admet  11  4-  r  inté- 
gr.dcs  iioniiales ;  -2°  à  un  /acteur  eommiin  prts  les  n  H-  i  exposants  A  sont 
déterminés  d' une  façon  uidque. 

iU).  Il  nous  reste  à  examiirei-  si  les  dillerents  termes  de  //(.r,  y)  peuvent 
ètr-e  déterrrririés  et  si  le  développement  obteiui  est  convergent.  Examinons 
d'abord  si //(,(,})  existe  fonnellement.  Pour  éviter  des  considérations 
inutiles  poirr  la  suite  des  idées,  je  ne  sirpposerai  pas,  au  moins  tout 
d'abord,  qire  les  "a  aient  été  déterminés  arr  préalable  par  la  méthode  (|iri 
vient  d'être  indi(juée.  Je  vais  niontrer  qu'on  peut  déteiniirrer  les  A  en 
même  temps  que  les  coefficients  de  h[,e,f)  lorsque  cette  détermination 
est  possible. 

L'éqiration  diUéi'entielle  ayant  une  intégrale  générale  delà  forme  (i5) 
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peut  s'écrire 

A.A.  .  .  .  A„  ;|^  +  Ï>,A, .  .  .  A,_,  A,^, .  .  .  A„)  r/,- 
-f-    A,,  A ,  .  .  .  A„ '—  H-  ï A,o|.!;.r)  A„ .  .  .  A ._,  A,^, .  .  .  A   I  d.v  =  o, 

en  identifiant  cette  équation  avec  l'équation  donnée,  on  ol)tient 

^A,A„.. ,  A,_.  A,^. . . .  Ajx  -  vo;-.o]  =  (y^,  -  \|;j  A„A,.  .  .  A„ 

( /=  o ,  I ,  .  .  . ,  n). 

Le  facteur  X  —  \cp  (.r)  qui  devient  identiquement  nul,  lorsque  dans  X 
et  Y  on  remplace  f  par  — ?,(i),  est  dixisihie  par  ;^  +  o,(.r)  =  A,-;  le 
quotient  sera  une  fonction  holomorplie  d'ordre  fi — i.  En  di\isant  les 
deux  membres  parle  produit  Ao^,-  .  .  A„,  on  obtient 

(21)  Y(.c,7)^  — X<>,j)^  =  C(.r,.r), 

C  est  d'oidre  n  —  i   et  linéaire  et  lioniog;ène  par  rapport  aux  X.    Nous 
prendrons 

(22)  h[x,y)  =/t^Çr,r)  H-/^(,r,  )•)  +  .  .  .  + //^^(.r,^r)  + 

les  //„ étant  des  polynômes  de  degié  à  l'égal  de  l'indice. 

Pour  que  l'égalité  (21)  soit  possible,  il  faut  que  les  tei mes  de  degré 
n  —  1  de  C(.r,r)  soient  identiquement  nuls.  lin  écrivant  qu'il  en  est 
ainsi,  nous  ol)tenons  //  relations  linéaires  et  homogènes  en  a^A|...A„.  Ces 
relations,  si  elles  sont  distnictes,  nous  déterminent  les  A  à  un  facteiu'  près, 
que  nous  choisirons  arbitrairement.  Si  elles  ne  sont  pas  distinctes,  elles 
nous  permettront  d  exprimer  ceitains  des  "a  en  fonction  des  autres  qui 
resteront  arbitraires  [)our  le  moment. 

Cherchons  à  déterminer  les  deux  coeflicients  de  //,.  Kn  identifiant  les 
termes  de  degré  n  des  deux  membres  de  (21   ,  on  obtient  n  -f-  i  relations 
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oîi  les  seules  quantités  encore  indéterniinées  sont  les  deux  coeflicients 
(le  //,  et  les  "/.  qui  seraient  restés  encore  arbitraires.  En  se  servant  de  deux 
relations  pour  déterminer  les  deux  eoeflicients,  il  restera  n  —  i  relations 
entre  les  "a  et  les  coeflicients. 

D'une  façon  générale,  pour  déterminer  les  coefficients  de  A,,,,  on  identi- 
fiera les  termes  de  degré  jn-\-  n  —  i  des  deux  membres:  m  -+-  i  des  rela- 
tions obtenues  détermineront  les  coefficients  deA^;  il  restera  //  —  i  rela- 
tions entre  les  coefficients  tie  X  et  de  1  et  les  A  restés  arbitraires. 

Nous  vovons  (|u'il  v  a  nne  accumulation  de  conditions  portant  sur  les 
coefficients  et  sui'  les  "a  arbitraires.  Ces  conditions  seront  distinctes,  s'il 
n'v  a  pas  de  relations  entre  les  coefficients  de  \  et  de  X;  en  ell'et,  on  voit 
que  chacun  de  ces  groupes  de  conditions  contient  des  coefficients  de  Y 
et  de  X  (|ui  n'entrent  pas  dans  les  groupes  précédents.  Dans  les  condi- 
tions trouvées  pour  la  détermination  de  /',„'.',r)  entrent  linéairement 
les  coefficients  des  termes  de  degré  lu  de  X  et  de  Y,  tantlis  que  dans 
les  conditions  précédemment  trouvées  entraient  les  coefficients  de  terme 
de  degré  au  plus  égal  à  m —  i.  Nous  concluons,  (m'en  général,  l'équa- 
tion n'aura  pas  d  intégrale  de  la  forme  in(li(piée.  En  disant  ((ue  n  —  i 
conditions  doivent  ('tre  vérifiées  pour  que  la  détermination  des  coefficients 
de  //,„  soit  possible,  je  n'envisage  que  le  cas  général.  Les  ///  -f-  i  équations 
que  nous  obtenons  dans  l'identification  des  termes  de  degré  m -\- n  —  i 
des  deux  membres  sont  linéaires  par  ra[)port  aux  ///  H-  i  coefficients 
ineoimus.  Il  sera  donc  facile  dénoncer  des  cas  oîi  il  faudra  plus  de  n —  i 
conditions  pour  cpie  ce  svstème  d'équations  admette  <\e^  solutions. 

Ce  que  nous  avons  dit,  poui  montrer  que  les  conditions  (]ue  l'on  ren- 
contre en  voulant  déterminer  les  termes  de  //  et  les  A  sont  distinctes, 
suppose  (pie  X  et  Y-sont  i\çf<  développements  contenant  lui  nombre  indé- 
fini de  termes.  Si  X  et  Y  étaient  des  [tol\  nomes,  les  conditions  ne  portant 
plus  que  sur  un  nombre  limité  de  coefficients,  rien  ne  prouve  que  les 
conditions  successives  que  l'on  rencontie  soient  distinctes.  Il  est  évident 
(jue  toutes  ces  conditions  en  nombre  indéfini  seront  vérifiées  dès  qu'un 
certain  nombre  d'entre  elles  le  seront.  En  effet,  supposons,  par  exemple, 
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que  X(.r,  I")  et  Y  .r,  j  soient  des  polvnoiiies  de  troisième  dei^i'é,  les 
termes  du  degré  minimum  étant  du  second.  Il  est  évident  que,  [tour  cer- 
taines formes  de  polynômes  X  et  Y,  l'équation  admettra  une  intégrale 
générale  de  la  forme 

(■23)  /?'"•*•'■'■»  A'B^^C'^const. 

On  peut  prendre,  par  exemple;  pour  A,  A,  lî,  C,  les  premiers  membres 
des  équations  de  quatre  droites  passant  par  l'origine,  "a,  y.,  v  restant  arbi- 
traires. On  peut  encore  prendre  A  .),)"=  i  ,  \^^(i,i-+-  by,  y.;=v,  BC^P. 
P  étant  un  polynôme  du  troisième  degré  dont  les  termes  de  degré  minimum 
sont  du  second,  X  et  ^  dépendront,  dans  le  premier  cas,  de  sept  arbi- 
traires et  de  huit  arbitraires  dans  le  second  cas.  Si  donc  on  prend  des 
polynômes  X  et  Y  à  coefficients  indéterminés  et  qu'on  écrive  les  condi- 
tions successives  pour  que  l'équation  admette  une  intégrale  de  la  forme  (aS) , 
ces  conditions,  en  nombre  intlélini,  ne  seront  pas  distinctes. 

Nous  pourrons  conclure  :  En  i(én.sral,  il  est  impossihle  de  déterminer  le 
déveluppcnient  h^xy ). 

ol.  Examinons  maintenant  le  cas  où  toutes  les  conditions  que  l'on 
rencontre  dans  la  détermination  des  a  et  des  coeflicients  de  A  sont  satis- 
faites. 

Je  vais  montrer  d'aboid  que  les  rapports  des  exposants  A,  qui  seuls 
peuvent  être  déterminés,  le  seront  lorsqu'on  aura  calculé  un  nombre 
limité  de  coefficients  de  Ji  et  qu'ils  coïncideront  avec  les  rapports  des 
exposants  obtenus  par  la  [)iemière  méthode.  Supposons  que  les  termes  de 
degré />>  des  fiéveloppements  cp,   .C;,  'y.,  -i' ',  ••  •  soient  différents.  Soit 

k{x,y)  =  li,  (.i-,j)  +  A.(.r,.r)  +  .  .  •  +  />:•'•,  r),  ^ 

l'ensemble  des  termes  de  h  de  degré  intérieur  à  /;  -t-  i .  termes  que  l'on 
su[)pose  déterminés,  les  coefficients  de  /.-,  ainsi  que  les  /,„.  a,,  a„  pouvant 
a /^//o// dépendre  d'un  ceitain  nombre  d'arbitraires. 

Nous  savons  (pie  dans  la  détermination  des  coefficients  de  /.•  n'inter- 
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viennent  que  les  ternies  de  X  et  de  Y  dont  le  degré  est  au   plus  égal  à 
//  -\- p-  Ceci  posé,  considérons  réijuation 

(:i3')  Y'(,r,.r)  dy  +  X'(,r,.r)  dx  =  o 

(]ui  admet  |)our  intégrale  générale 

(a4)  ^^''•'■•^^\;;A;'.  .  .A;;  =  eonst. 

D'après  la  façon  dont  ont  été  déterminés  les  coefficients  de  A*,  les  termes 
de  Y'X  —  X'^  ,  jus«|n  au  degré  ■in-^p  inclusivement,  seront  identique- 
ment nuls.  Il  en  rc'snite  immédiatement  (pie  l'on  [leiit  trouver  un  poly- 
nôme Pi^.f,Ky,  [P^o,  0)7^0],  tel  qu'en  multipliant  par  P  les  deux 
mendjres  de  (y>3')  on  obtienne  une  équation 

Y''(,r,  y\  dy  H-  X''(.r,  y)  dx  =  o, 

où  les  termes  de  Y"  et  X"  jusqu'au  degré  11 -\- p  sont  identiques  à  ceux 
de  X  et  Y  .  Otte  écpiation  a  son  intégrale  générale  donnée  par  (v-j)-  Or, 
si  l'on  appli(]ue  à  cette  écpiation  la  piemière  méthode  indiquée  pour  la 
détermination  des  A,  on  obtient  les  mêmes  valeurs  (pj'en  appliquant  cette 
méthode  à  1  écjuation  donnée,  car  les  ternies  de  degré  inférieur  Ixn  -^ j? 
interviennent  seuls  dans  cette  détermination.  Jl  résulte  de  là  que,  lors 
qu'on  sera  arrivé  à  la  détermination  des  coefficients  de//^,^,,  les  \  ne 
dépendront  d'aucune  autre  arbitraire  que  le  facteur  par  lequel  on  peut 
toujours  les  multiplier. 

Puisque  les  A  déterminés  [)ar  la  piemière  méthode  coïncident  avec 
les  A  obtenus  en  cherchant  à  satisfaire  aux  conditions  rencontrées  dans  la 
délermitiation  de  A  .r,  )),  nous  pourrons  toujours  les  supposer  déter- 
minés d'abord  par  la  première  méthode. 

Nous  concluons  (pie,  fpielle  que  soit  celle  des  deux  méthodes  em- 
ployées, les  A  Jic  drpi'iidriit  d  aucune  autie  ai  biliaire  cpie  le  facteur  con- 
stant pai-  leipicl  on  peut  toujours  les  multiplier . 
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Nous  venons  dans  la  suite  qu'en  i^ef/rral  h  -r,  )•)  ne  dépend  éij;idement 
d'aueune  autre  arbitraire  que  ce  nie'nie  facteur  co/istant. 

iî2.  ^Montrons  que  si  le  développeinent  h[X,T)  existe,  il  est  convei- 
gent  en  général.  Si  les  diverses  intégrales  normales  A„  =  n,  A,  =o,  ... 
admettaient  toutes  à  l'orignie  des  tangentes  distinctes,  ainsi  que  cela  a  lieu, 
en  général,  nous  pourrions  aborder  immédiatement  la  démonstration. 
Afin  de  pouvoir  considérer  tous  les  cas  qui  peuvent  se  présenter,  faisons 
les  changements  de  vaiiables  suivants  : 

.le  commence  par  renq)l.icer,  s'il  v  a  lieu,  .v  pnv  t'" .,  de  manière  à  rendre 
holomorplies  toutes  les  iiitégialcs  algébroides  Je  considère  ensuite  une 
de  ces  intégrales,  rint<*giale  A„  ^  o,  par  exemple,  et  je  tais  un  change- 
ment de  variable  tel  que  celte  intégrale  devienne  r  =  o.  Je  puis,  enfin, 
faire  en  sorte,  en  remplaçant  r  par  z'',   que  pour  les  diverses  intégrales 

algébroides  z{t),  -  ne  tende  pas  zéro,  exception  faite  pour  l'inté- 
grale ;;  =;  o. 

('onsidérons,  en  effet,  les  termes  de  degré  minimum  en  t  de  A,,  A,. 
A,,  .  .  .  ,  soit  /;,,  p.^,  p,,  ces  degrés,  et  p  le  plus  giand  de  ces  nombres; 
en  posant  >■  =  c'',  nous  aurons  oljtenu  le  résultat  énoncé. 

Nous  aurons  donc  une  expiession 

oii  ^,,  fy,,  .  .  .,  ry„  sont  au  plus  égaux  a  p.  Cette  expression  égalée  à  une 
constante  nous  donnera,  au  moins  foi-mellement,  l'intégrale  générale  de 
l'équation  obtenue  en  faisant  les  changements  de  variables  intliqués  dans 
léquation  ^iG\  Aj,  z]  existera  formellement  et  satisfera  à  une  équation 
analogue  à  (21).  Nous  allons  voir  (jue  le  developiiement  /x[t,  r.)  satisfai- 
sant à  cette  é(|uation  est  unique;  par  conséipient,  en  cheichant  k(t,  z) 
satisfaisant  à  cette  é(juation  et,  faisant  les  changements  de  variables 
inverses  des  changements  de  v.niables  enqîloyés,  nous  trouverons 
h{.r,  j).  Si  k{z,  t)  est  convergent,  il  en  est  de  même  de//(.r,  j). 


loa  H.    r)iii.Ar,. 

Nous  soiiinies  donc  ramenés  à  faire  la  démonstration  de  la  convergence 
pour  une  éf]natioM  dont  l'intégrale  générale  peut,  au  moins  formellement, 
se  mettre  sous  la  forme 

^^(■^'■'■)y4  y/'+A^.fV,  +,   ..)>•,..  .{yl'  ^h„x'':^.    .  .)'..  =  COnst. 

où  l'on  a  b^  h..  .  .  .  />,,^  o,  et  p  au  moins  égal  à  c/, ,  q.,,  .  .  . ,  r/„. 
On  en  conclut  que  l'on  peut  écrire 

>»   =  A,  A,, .  .  .  Z'„  A„  ,r'A-'/.-^---^'/„  +  .  .  .  , 

\  ==  A,  z>, . . .  a„:i:a,  7,  .f'''^'^:-^  -^'A-'  )•  + . . . . 

Si  l'on  désigne  par  a  le  produit  bj'.,.  .  .  A„,  et  par  A  (,(',7),  B(^-,j) 
des  dévelojjpements  en  .i'  et  j"  dont  les  termes  de  degré  minimum  sont  de 
degré  supérieur  à  q,  on  peut  écrire  encore 

i   V  =  a A„,r''  -1-  CL,  .r''-';r  + -h  rLf  —  A  (éf,_r)  ==  Y   —  A (.r,  j) , 

(25) 

(  X  =  rx^ A,  ry,  .»,■''-' j  +  [i,.r''-\>"  + .  .  .  +  [i^j'  +  B (.r,,r)  =:  X^  +  B  (a.',  j). 

On  lèverait  tous  les  doutes  que  peut  susciter,  dans  la  démonstration 
précédente,  l'emploi  deÂ(/,  z)  dont  la  convergence  n'est  pas  démontrée, 
en  raisonnant  comme  aux  Paragraphes  11  et  iîl,  et  employant  une  équa- 
tion dillérentielle  auxiliaire  ayant  en  commun,  avec  l'équation  donnée,  les 
termes  de  degré  inférieur  à  n  -\-  p  dans  X  et  \  .  C'est  là  un  mode  de  rai- 
soiuiement  autpiel  nous  ferons  plusieurs  fois  appel  sans  le  développer. 

L'équation  donnant  //  {x,  y)  pourra  s'écrire 

^.  â?  -  ^v  J7-  =  ^M'^.  J)  oj,  -t-  B ^a-,.>-)  ^  +  C(a-,.r). 

A  et  B  sont  d'ordre  supérieur  a  q  etC  d'ordre  supérieur  ou  égal  à  q. 
Nous  avons  à  déterminer 

//,„(.«■,>')  =  ï/^rV  ;  s  -+-  r  z=  m  :  r  =  1  ,  :i,  .  .  .  ,  //?, 

en  faisant  successivement  /'/  =  1  ,  .  .  .  ,  y. ,  .  .  .. 
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Dans  chacune  de  ces  déterminations  nous  conmiencerons  par  fléternii- 
ner  le  coefficient  /„  du  terme  en  a',  ensuite  le  coefficient  /, ,  ainsi  de  suite. 
Cet  ordre  intervient  dans  la  démonstration  qui  suit.  Nous  obtenons  /^ 
en  identifiant  les  termes  en  .r'"^''"'  )''  des  deux  membres.  On  a  ainsi 

(  26)      (y.[sl,  —  rï).,  y,)  /^  +  ^  I  - /•  +  ,  ;,  a,  —  {s  —  i)  [i,  |  /,^,  =  B,,  ; 

l  =z    1  ,    2.    .   .  .  ,  S, 

B^,.  est  une  fonction  des  coefficients  de  A,  B,  C  et  des  coefficients  déjà 
déterminés  de  //.  Considérons  les  ([uotients  des  coefficients  du  second 
membre  par  s  -h  r 


— '—     et     — 


La  première  quantité  désigne  l'aflîxe  du  centre  de  gravité  tles  masses  s 
et  /•,  placées  aux  deux  |)oints  /.„  et  —  -^  ,(j[,  ',  'I  en  résulte  que  si  ).„  et  '^1, q , 
n'ont  pas  lein-  rapport  positif,  cette  quantité  restera,  cpiels  cpie  soient  /• 
et  s,  supérieure  en  module  à  lui  nombre  t.    Le  module  de  la  deuxième 

expression  restera  toujours  inférieur  à  y,:  -'  étant  le  plus  grand   des  mo- 
dules des  quantités  7-,,  [i,. 

Désignons  par  D  [x,y)  une  fonction  majorante  commune  à  A(.r,  r)  et  à 
B(r,  y\  Si  nous  remarquons  maintenant  que  les  seuls  termes  de  G(^x,y) 
(jui  interviennent  dans  la  détermination  des  termes  de  //  sont  ceux  (|ui 
contiennent  en  facteur  .r''~' ,  nous  pouvons  considérer  à  part  ces  ternies  et 
désigner  par  .r'""' E  \r,  r)  une  fonc^on  majorante  de  l'ensemble  de  ces 
termes.  On  voit  alors,  sans  difficulté,  (pion  obtient  une  fonction  k\x,  y) 
qui  a  tous  ses  termes  supérieurs  en  module  aux  termes  correspondants  de 
/i(x,  j),  en  considérant  la  fonction  déterminée  par  ré(|uation 

I   [s.r''-'  — 7.!. r''-',)- +  .!■''-=,)"+.  .  .+j^-';  — D(.r,j)] 


io4  "•    i>i"A(:. 

oîi  X, (.',,)')  est  mie  tbiictioii  ne  contenant  pas  .(  à  luie  puissance  supé- 
rieure l\  q —  a  et  (pie  nous  déterminerons  terme  à  ternie  par  la  condition 
que  Ton  puisse  déleriiiiner  les  teiiiies  de  A(.r,  j).  A  cet  ell'et,  nous  déter- 
niineions  les  termes  de  ki^x^y)  dans  le  nicine  ordre  que  les  ternies  de 
A  (.(■,}•).  Poiii-  obtenir  les  ternies  de  degré  /  -h  v  de  li{.v,y),  nous  identi- 
fions les  ternies  de  degré  q-\-r-\-.s  —  i  des  i\eu\  nietiibres.  Les  r  +  .v4-i 
équations  obtenues  par  l'identification  des  termes  où  x  entre  à  une  puis- 
sance supérieure  à  q — 2,  nous  déteiminent  les  r -\- s -\- i  coefficients 
cherchés  de  /t(.r,  r),  il  nous  reste  ensuite  q—  1  relations  obtenues  par 
ridentification  des  termes, (■'"■, .(''"%  ... ,  ,r  et  enfin  des  ternies  indépendants 
de  X .  Ces  relations  ne  pourraient  être  satisfaites  si  nous  ne  disposions  pas 
de  /.("^j.t)!  elles  nous  permettent  de  déterminer  la  fonction  /  (.r,  7);  cela 
revient  à  exprimer  que  le  second  membre  de  (27)  peut  être  divisé  par  le 
premier  facteur  du  piemier  membre  de  cette  équation.  Si  nous  montrons 
que  le  développement  /^  ainsi  déterminé  est  convergent,  nous  aurons 

()k  ()/.■       ,.,         , 

■'■,,+.r;y^=/('^S,r), 

/"(.r,  >■)  étant  un  développement  convergent  tlont  les  termes  du  degré 
minimum  sont  du  premier  degré.  Si  l'on  désigne  par  F  (x,  7)  une  fonc- 
tion majorante  de/^,»,  r),  on  voit  que  les  termes  de  A'  sont  inférieurs  aux 
termes  correspondants  de  F;Â'(.r,7)  est  donc  convergent  pour  x  et  j" 
voisins  de  zéro. 

Démontrons  l'exislence  de  la  fonction  /,(■'■,)).  Ecrivons 

Soient,  d'autre  ))art, 

■'■—.'►■■T,  (.>').    ■'■■— .'■TA.r),    -t-— .rv.(.r), 

les  q — I  facteurs  primaires  du  premier  facteur  du  premier  memlîre 
de  (27).  Pour  que  le  second  membre  soit  divisible  parce  facteur,  il  faut 
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et  il  suffit  que  le  second  niembie  devienne  identicjiieineiit  nul  loivsqu'on 
remplace  ,c  par  >",', (.>")■  En  divisant  par  }''',  qui  se  trouve  en  facteur  dans 
le  résultat,  on  obtient  les  équations 

Tr(r)/.2(:)0  +  Yr'(J.'Z3Cr '  +  ••  -  +  7. (.■>'' Zv-.(>0  +  /.X'»')  +  ï^.  ..r)  =  o. 

On  a  ainsi  q  —  i  équations,  oii  les  <y  —  i  inconnues  sont  /,,/,,...,/,; 
le  déterminant  de  ces  inconnues  n'est  pas  nul:  on  peut  donc  déterminer  / 
de  manière  à  satisfaire  aux  conditions  inditpiées. 

Il  est  bon  de  nons  rendre  conqjte  de  la  signification  des  nombres 
^,,  q.,  .  .  .  ,  (/„  fpie  nous  avons  trouves  connue  exposants  de  x  ajjrès  une 
suite  de  changements  de  vaiiables.  En  se  reportant  au  n"  -^9,  on  voit  cjne, 
tontes  les  iuleii;rales  étant  rendues  holomorplies,  qj  tiésigne  l'exposant 
de  X  dans  le  premier  des  termes  de  A^  qui  diffère  du  terme  correspondant 
de  Aj.  Si  nous  fiiisons  jouer  à  une  intégrale  A,=  o  le  rôle  joué  par  z\„=  o, 
nons  aurons  nn  autre  système  de  nonibres  ^y„,  ^y , ,  . ..,  y^  , ,  ••  • ,  </,_,  ,■■■■,  q,,-, 
que  nous  pourrons  afiécter  tle  l'indice  /,  s'il  \  a  (jnelque  ambiguïté.  Si  le 
rapport  des  deux  nondires  /.^  et  -A,r/,  est  positif,  nous  ne  pourrons  dé- 
montrer la  convergence  du  développement  h  x^j)  par  le  raisonnement 
précèdent;  mais  si  l'on  peut  trouver  A,  tel  que 

\        '-t         "''■0  Vu  +  "''■i  </,+•••■+  ■'•-,-  ,  V,-,  -^  ''ù^^  '/,+  ,  -}-•••+  /-,//„ 

n'aient  pas  leur  rapport  positif,  on  fera  la  démonstration  de  la  conver- 
gence en  faisant  jouer  à  A,=  o  le  rôle  joué  par  A,,  =  0.  On  montrerait, 
du  reste,  pai'  un  raisonnement  déjà  employé,  que,  si  Ion  peut  déterminer 
les  ternies  de  //  .r,  }"  eu  opérant  d  une  tiiçou,  ou  pourra  déterminer 
h  (j;,  j)  en  opérant  de  toute  autre  façon.  La  déimmstratioii  de  la  conver- 
gence ne  sera  donc  en  défaut,  que  si ,  quel  (juc  soit  /,  /e  rapj)ort  de  A,  et  de 
^\qj  est  positif  (y  =  1  .  ■< ,  /  —  1  ,  /  -h  1  .   .  .  .  ,  n   . 

J'admettrai  que  ce  rapport  ne  peut  être  positif,  (juci  que  soit  i,  que  si 
les  I apports  de  tous  les  /.  so/it  positifs.  Je  démontre,  sans  peine,  géomé- 
triquement, cette  dernière  (jioposition  dans  le  cas,  qui  est  le  plus  général, 
D.  Ti 
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où  tons  les  (]  sont  égaux  et  aussi,  (jiiels  ([iie  soient  les  c/,  dans  le  cas  où  n 
est  inféiieni-  à  ein(|.  Dans  les  antres  eas,  je  n'ai  pas  de  démonstration 
rigoureuse.  Ola  étant  admis,  je  dirai  : 

Si  les  rapports  des  exposants  A  ne  sont  pas  tous  positifs  et  si  le  déve- 
loppenienl  /i[:v,  y")  peut  être  détenniné Jorniellentent,  ce  développement 
est  eonveri!;('itt. 

Remarquons  que  la  démonstration  s'applique  à  \\n  point  singulier  du 
premier  ordre,  c'est-à-dire  à  l'équation  que  nous  avons  considérée  dans  la 
première  partie  et  dans  le  cas  où  le  rapport  A  des  deux  racines  de  l'équation 
adjointe  n'est  pas  négatif,  aucune  de  ces  racines  n'étant  nulle. 

Il  résulte  encore  du  mode  de  déternùnation  des  coefficients  de  h[.v,y) 
employé  (pie,  sauf  dans  le  cas  où,  pour  certaines  valeurs  de  s  et  de  r,  le 
coefficient  de  l'inconnue  /^  dans  (2(>)  est  nul,  il  ne  peut  y  avoir  qu'un 
système  de  coefficients  pour  Ji{x,x).  Le  développement  /i[x,  y),  s'il 
existe,  est,  en  général,  nnique. 

o5.  Les  conclusions  à  tirer  de  l'existence  d'une  intégrale  générale  de 
la  forrue  indiquée  ne  me  [jaraissent  pas  l)ien  nettes,  nicme  si  tous  les  expo- 
sants A  sont  réels.  Nous  allons  montrer  directement,  en  nous  servant  de 
l'équation  (16),  que,  si  les  À  ne  sotit  pas  positifs,  U  y  a  une  infinité  de 
caractéristiques  passant  par  l'origine.  En  effet,  en  nous  reportant  aux 
expressions  (aj)  de  X  et  Y,  nous  voyons  cpi'il  existe  un  exposant, 
nous  supposerons  que  ce  soit  A^,,  tel  que  l'équation  puisse,  ainsi  que  nous 
l'avons  fait,  être  mise  sous  la  forme 

(c,f'' H- (•,,<■''"' r  +  •  ■  .  Wr-f-.ri'c'.r''-' H- f\i''~'_)--|- .  .  .)dx—0, 

c  et  e  n'ayant  pas  leur  rapport  positif.  Si  nous  posons  y  =  :;'  et  x  =  uz, 
ré(piation  de  vient 

|(67--|-  c'^u  -y  .  .  .)\dz  -hz(r;'-l-  .  .  .)da  =  o. 
Kn  prenant  /cgal  à  ////  si  le  rapport -;  n'est  pas  réel  et  en  prenant  /•  assez 
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grand  si  —  est  néi;atif,  le  rapport  des  coefficients  cr  +  c  et  r'  ne  sei"i  pas 

positif,  il  V  aura  nne  infinité  de  caractéristiqnes  |)assant  par  l'origine.  I.a 
démonstration  est  valable  fjne  le  développement  //(.»■,  r)  existe  on  non. 

o4.  Considérons  maintenant  le  cas  où  tons  les  7.  sont  positifs.  Les  cir- 
constances qui  se  présentent,  lorsqu'on  cherche  à  déterminer  les  teimes 
de  //(.r,  r),  nous  permettent  de  distinguer  trois  cas  diflerents  : 

i"  h[x,y)  n  c.ristc  pas.  On  est  arrêté  |)ar  une  impossibilité  dans  la 
détermination  de  ses  ternies.  Cette  circonstance  peut  se  [)résenter,  conune 
cela  se  protluit  dans  le  cas  général,  parce  (jue  l'on  obtient,  pour  déter- 
miner un  groupe  de  coefficients  de  A,  plus  d'é(piations  qu'il  n'y  a  d'in- 
connues. Elle  peut  encore  se  présenter,  lorsque,  les  nombres  A  vérifiant 
des  relations  linéaires  à  coefficients  entiers,  on  ol)tient  dans  \-x^)  pour 
coefficient  de  l'uiconiuie  à  déterminei'  lui  nombre  nul.  Les  deux  cas  ne 
sont  pas  distincts  au  fond  et  l'on  peut  admettre  que,  si  l'on  déterminait  les 
coefficients  dans  un  autre  ordre,  la  seconde  circonstance  ne  se  présenterait 
pas.  Nous  montrerons  que,  dans  le  cas  qui  nous  occu[)e,  il  y  a  toujours  une 
infinité  de  caractéristicjues  passant  par  l'origine.  Ce  cas  est  tout  à  fait  ana- 
logue au  cas  examiné  sous  le  nom  àç  foyer  dans  la  première  Partie. 

2"  On  peut  déterminer  les  termes  de  h[,r,y),  mais  les  rapports  des 
nombres  7.  ne  sont  pas  tous  rationnels.  JNous  ne  pouvons  affirmer,  en 
général,  la  convergence  (\e'//(,v,  )').  C'est  un  cas  tout  à  fait  analogue  à 
celui  qui  se  présente  pour  un  col. 

De  ce  que  nous  avons  dit,  à  propos  iVuu  col,  il  résulte  que  le  dévelop- 
pement ^est  divergent  dans  certains  cas.  D  autre  part,  il  serait  facile  d  in- 
diquer des  classes  d'é(|uationsanalogues  à  celles  citées  à  propos  d'un  col  et 
pour  lesquelles  A  serait  convergent.  Il  estévitlentque  pour  ces  équations  les 
seules  caractéristiques  passant  par  l'origine  sont  celles  qui  sont  fournies 
par  les  intégrales  algébroides.  Il  paraît  probable  qu'il  enesttonjours  ainsi. 
Nous  n'examinerons  plus  dans  ce  qui  suit  ce  cas  9°. 

3"    On.   peut   déterminer   les   termes   de   /i[.v,y)   et    les   rapports   des 
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nombres  A  sont  tous  rationnels.  On  peut  supposer  ces  rliflérents  nombres 
entiers.  Nous  verrons  que  ce  cas  est  tout  à  fait  l'analogue  du  cas  d'un  centre. 
Nous  devons  reinar(|ucr  que  le  dévelop|)enient  //(.r,  r*)  ne  saurait  être 
détci'ininc  d'une  ra(;on  uni(iue.  En  ed'et,  si  l'on  désii^iie  par  (^  le  produit  A'", 
A'',  .  .  .  ,  A'' ,  l'intégrale  générale  pouvant  se  mettre,  au  moins  formelle- 
ment, sons  la  (orme  r'''''"t' =  const.  pourra  également  se  mettre  sous  la 
forme 

les  constantes  r,,  <■„,  ■  ■  -,  étant  arbitraires.  Nous  montrerons  que  ces 
constantes  arbitraires  (|ui  entrent  dans  le  développement  h  peuvent  être 
déterminées  de  telle  sorte  (pie  le  développement  soit  convergent.  Jl  en 
résultera  évidemment  qu'il  n'y  a  pas  d'autres  intégrales  passant  par  l'ori- 
gine que  les  intégrales  algébroides. 

ijii.  Pour  établir  les  résultats  qui  viennent  d'être  indiqués  dont  la 
démonstration  n'est  pas  immédiate,  j'établirai  d'abord  une  forme  sous 
hupiellepent  être  mise  l'intégrale  générale  de  l'équation.  Nous  supposerons 
ell'ectués  des  changements  de  variables  tels  que  les  intégrales  algébroides 
de  x('V)  deviennent  lioloniorplies.  Pour  aucune  d'elles  par  conséquent  le 
rapport  •-  ne  croîtra  indéfiniment,  lorstpie  ,r  tend  veis  zéro.  Ces  chan- 
gements de  vai'iables  pourront  toujoiu-s  s'eUêetuer,  ils  seront  du  genre  de 
ceux  que  nous  avons  employés,  [)aragra|>he  i>2,  ils  peuvent  augmenter 
l'ordre  du  point  singulier  et  le  nombre  des  intégrales  algébroides,  mais  ils 
ne  changei'ont  pas  la  natine  des  exposants  "a  (pii  seront  tou|Ours  tous  posi- 
tifs dans  le  cas  actuel. 

Soit,  en  désignant  par  X„  et  ^  „  les  parties  de  degré  minimum  de  X  et  \  , 

(^8)        \YJ.r,  y)  -H  R(,r,_,-)|r/v-l-[X„(,r,,r)  +  A{x,y)\dv  =  o 

l'équation  diUérentielle.  Nous  pouvons  toujours  supposer,  d'après  ce  qui 
vient  d'être  dit,  ([ue  l'intégrale  généiale  de 

^  „(.(',  y)  (ly  -h  X„^.r,  fl  <lx  =■  o 
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est 

(•29)  {y  —  r/„.r  '';■_>• —  c,.^")''  •  ■  •  {.Y  —  '''«'*-')'"  =  const. 

La  constante  r/,,  seia  supposée  nulle  ;  tontes  les  antres  constantes  seront 
supposées  clilléientes  de  zéro  ;  plnsiems  d'entre  elles  poinront  être  égales. 
II  en  résulte  qn'en  prenant  la  dillérentielle  totale  de  (ygj,  on  obtiendra, 
à  nn  facteur  près,  \„<^fH-  \„dx. 

Posons 

;  .f  =  /y,  r'«  (  Y  —  «,.»■)'■  I,  }■  —  a^x)'-'- .  . .  (  )■  —  a„xY''  ■=  p' , 

(3o)    '  ■  '  '  '         .       ' 

'  V  =  y.„-|- A,  H-...H- A„,      //■'  =  (!  — rt,f)'.(i —a^f )'.... (1 —o„i)'". 

Nous  anrons 

(3i)  .v  =  '-^,         y='-   ■ 

^     '  Il  II 

En  prenant  pour  nouvelles  variables  /  et  p,  l'équation  ('Si  devient 

(3a)   [{i—a,t){i—aj.)...{\  -  fl„0  +  pA,  f  p,^;]r/p  +  p^  B,  (pO'''^  =  o. 

A,  et  B,  pourront  être  développés  suivant  les  puissances  de  p,  les  coeffi- 
cients étant  des  fonctions  de  t. 

Précisons  lecliampdanslecpiel  nous  étudierons  la  nouvelle  équation  (32). 

L'équation  (28),  d'où  nous  sommes  pattis,  n'est  valable,  en  général, 
que  |)Our  |.r  |  et  1/j  inférieins  à  une  certaine  limite  t' .  Pour  définir  le  do- 
maine dans  lequel  t  variera,  marquons  dans  le  plan  des  t  les  points— » 
—  ,  ...,—»  décrivons  autour' de  ces  points  de  petits  cercles  et,  de  l'origine 

Cl'i  II,, 

comme  centre,  décrivons  un  grand  cercle  comprenant  les  premiers  à  son 
intérieur;  nous  ferons  varier  t  dans  le  domaine  D  compris  entre  le  grand 
cercle  et  les  petits  cercles.  Si  /  varie  dans  D,  /<  |  restera  supérieur  à  une 
limite  qu'on   peut  déterminer.  On  pouria  donc  trouver  i  tel  que   pour 
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|p|  •<  £,  on  iiil  !,rj  <  £',  l^l  <<  s'  et  (|iie,  par  consétiiiciit,  luiiis  avons  le 
droit  (le  faire  le  cliaiigenient  de  variables  et  d'emploNer'  rec|iiatioi)  (3a). 
Imi  |)reriaiit  «dans  le  domaine  D  et  s  suffisaniinent  petit,  on  peut  porir  p  <  î 
mettre  1  é(piation  sons  la  forme 

c/p  -h  p''^(p,  0  <lt  ^  o, 
avec 

et  il  existera  une  fonction  majorante  de  'v(p,  /^J  que  nous  porurons  tonjoru's 
désif^ner  par-  -^,  '  M  étant  une  constante.  Si  l'on  considère  ré<[riation 

cette  équation  admet  une  intégrale  que  Fou  peut  mettre  sous  la  forme  ' 

./■(p.  0  =  p,/o(0  +  p7i(0  +  p7;(0  +  -'-  • 

On  aura 

Nous  prendr-ons  les /^^ ,  /j ,  /„,  .  .      tels  ([ue,  [)Our  /=o,  /'(p,^)  se  ré- 
duise à  p;  nous  aurons  donc 

Nous  ohtiendions  une  limite  srrpérieirre  de  ceterure  en  lemplaçant /y  et  y, 
par  des  quan-tités  supérieures  en  module  et  en  remplaçante/'^  par  c/t  dide- 
rentielle  de  l'arc  de  courbe  décrit  par  le  point  variable  r.  allant  de  zéro  à  t. 
L'intégrale  de  l'équation 

âV  _    .  d¥     I\I 

nous  fournira  donc  une  fonction  ïiiajorante  de /i  F  étant  déternriné  par 
les  mêmes  conditioirs  initiales.  Nous  avons  vu  au  paragraphe  14  que  F,  et 
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par  suite  /^  est  convergent  si  l'on  a  p  <;  r,  et  cp  <  y,'.  On  ponira  donc 
prendre  n  aussi  grand  (jue  1  on  veut,  jiourvn  que  l'on  prenne  p  suftisani- 
ment  petit.  Nous  |)ouvoiis,  bien  entendu,  déformer  l'arc  de  courbe  décrit 
par  f  et  suivant  lerpiel  nous  intégrons,  de  manière  à  lui  donner  la  longueur 
miniinuni,  sans  le  faire  sortir  dti  domaine  D. 

Nous  avons  une  intégi-ale  gé/iéra/e  de  réquation  (llffércntielle  de  la 
forme 

^  ^f-  f\    t)  -h  f  JVj)  H-...  =  cont., 

les  coefficients  fde  ce  dcwloppemcnt  rtaiit  des  Jonctions  de  t  dcfiincs  jjour 
t  varia/it  dans  un  certain  domaine  1)  ne  contenant  aucun  des  points  cri- 
tiques de  la  fonction  définie  par 

II'—  [\  —af'''-[\  —  a,ty\..[i  —  a„tf«. 

Ce  développement  est  convergent  par 

p  <  5  et  -7  <  /, 

/  étant  arbitraire,  z  suffisamment  petit  et  g  étant  la  longueur  miniinuni 
qu'on  peut  donner  à  un  arc  de  courhe  décrit  par  t  en  allant  d'une  valeur 
initiale  o  à  une  valeur  t.  Cet  arc  de  courhe  peut  être  astreint  à  tourner 
plusieurs  fois  autour  des  points  erituines  de  a. 

o6.    Indiquons  une  forme  de  l'intégrale  générale  particulière  au  cas  où 
h[x,y)  existe  formellement.  Je  pose 

(33)      ^<^=|J  +  cp„^^)]^[J-+-9,(.<;]^...[r-+-cp,,(,rl]^.==:A„A,...A„, 

en  désignant,  comme  précédemment,  par  A„,  A,,  .  .  . ,  A,^  les  divers  fac- 
teurs qui,  égalés  à  zéro,  fournissent  les  intégrales  liolomorphes.  Je  vais 
montrer  que,  si  l'on  peut  déterminer  les  divers  termes  du  développement 
/i(x,j),  il  existe  un  développement  K(t',  x,  y)  suivant  les  puissances  de  t», 
dont  les  coefficients  sont  des  séries  dont  les  termes  sont  des  polynômes 
homogènes  en  x  et  en  )•  et  (pii,  égalé  à  une  constante,  fournit  l'intégrale 
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générale  de  l'éqnatioii  dillérentielle.  K(t',  i',.)')  est  convergent  pour 
t',  .1",  )"  siillisaniinent  petits,  et  pour  ^  =  '—  restant  compris  dans  le  do- 
maine D  et  décrivant  dans  ce  domaine  un  arc  de  longueur  finie  à  partir 

Nous  avons 

,    r[a(  a;. ,r  ")'/.?•+  'i(.r.  1")  r/r] 

'v    :\„    A,...\„    '  ^' 

en  posant 

a  =  ÏA,  A„,..A,_,A,^,..  A„o',(,r),  [i  =  ÏA,A„...  \,^,  A-,  ,. . .  A„. 

Pour  que  K(i',cf,))  nous  fournisse  l'intégrale  générale  de  réf[ua- 
lion  (a8)  il  faut  et  il  suffit  (pie l'on  ait 

Y  (.r,  r) ,-  - \(.r,r)  ^,-  + Tâ;^-...a; ^  =  «• 

En  comparant  avec  le  calcul  du  Paragraphe  oO  on  voit  que  cette  équa- 
tion peut  s'écrire 

(34)  Y(,r,  r)  ~  -  X(^,  r)  '^  4-  rZ(^^%.r)  f-  =  o, 

les  termes  du  degré  minimum  de  X,  Y,  Z  étant  de  degré  n. 

Si  les  coefficients  de  X  et  \  sont  quelconques,  on  sera  arrêté  par  des 
impossibilités  dans  la  détermination  des  termes  de  K.  Je  vais  montrer  (pie 
si  le  dévelojjpenient  A  (a.',  )')  existe,  au  moins  formellement,  K(i',.r,  7) 
existe.  La  déinonsttat  on  est  inunédiate,  si  h[x,Y)  est  convergent.  Nous 
avons  en  effet  l'intégrale 

/'  (  -r.  y  ) 

i'''e''''"'-'''=  const.  ou  A  =const.,  V  =r  t^^     '' 

Le  développement 

K  (i^,.*-,r)  =  V  -H  (\\--+  r,,  \"'h-  .  .  .  +  r,,V"H-  •  .  • 
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où  les  c  sont  des  constantes  ari)i(iaiies,  nous  fournit  une  fonclioii  K.  Pour 
étendre  la  démonstration  au  cas  oh  nous  ne  savons  rien  sur  la  convergence 
de  h  f^x,  r)  il  n'y  a  qu'à  raisonner  comme  au  paragraphe  11.  On  remarque 
cjue,  si  l'on  suppose  X,\  ,//,K  ordonnés  en  série  de  polynômes  homo- 
gènes, les  coefficients  des  termes  de  h  et  de  K  de  degré  inférieur  à  ru  ne 
dépendent  c|ue  des  coefficients  des  termes  de  degré  inférieur  à  m  de  X  et  Y. 
Pour  rendre  ce  fait  plus  évident,  on  peut  considérer  les  divers  coefficients 
de  cp„,  cp, ,  . . . ,  ç,,,  comme  un  système  de  coefTicients  donnés  a  priori,  de  ma- 
nière à  ne  pas  avoir  à  tenir  compte  de  ce  que  ces  coefficients  et,  par  leur 
intermédiaire,  les  coefficients  de  //  et  de  K,  dépendent  des  coefficients 
de  X  et  de  \  .  Cela  étant,  si  l'on  désigne  par  l  {x,y)  l'ensemble  des  termes 
de  h  [x,  j^]  jusqu'au  degré  ni,  et  si  l'on  considère  l'équation 

.Y,(.r,j)f//-^X,(a',.r)./,r, 

ayant  pour  intégrale  générale 

(35)  r''e'"'-"=const., 

on  peut  toujours  supposer  en  divisant,  si  cela  est  nécessaire,  par  un  fac- 
teur les  deux  membres  de  l'équation,  que  les  termes  de  degré  inférieur 
à  m  -+-  n  de  X,  et  Y,  sont  identi(pies  aux  termes  correspondants  de  X  et 
de  Y.  Donc  les  termes  que  l'on  déterminera  pour  la  fonction  \.'y,x,f) 
satisfaisant  à 

(36)  Y,  {x,x)  ~  —  X,  {x,y)  ^.  +  vZ,  (.r,  j)  '-^  =  o 

seront  identi(|ues  aux  termes  que  l'on  pourra  déterminer  pour  K  satis- 
faisant à  l'équation  ^34).  On  voit  que  K  dépendra  d'iui  nonil)re  indéfini 
de  constantes  arbitraires.  Je  vais  montrer  qu'on  peut  déterminer  ces  con- 
stantes de  manière  à  obtenir  un  développement  convergent. 

Employons  le  changement    de    variables   f  3o),  K  devient   une  fonc- 
tion K,  f,  o,t)  que,  poiu' fixer  les  idées,  nous  supposerons  ordonnée  en 
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série  de  polynômes  lioniogènes  en  v  et  en  p,  les  coefficients  étant  des  fonc- 
tions de  t.  En  répétant  les  calculs  du  Paragi-jiphe  précédent  on  voit  que  K, 
satisfait  à  l'équation 

Cette  équation  admet  une  intégrale  qui,  pour  ^=  o,  se  réduit  à  une 
fonction  arbitraire  de  (Jet  de  p.  Nous  considérons  l'intégralequi,  pouri  =  o, 
se  réduit  à  v.  Ou  trouve  des  conditions  de  convergence  de  K,  analogues 
à  celles  trouvées  dans  le  Paragraphe  précédent;  K,  est  convergent 
pour|t'|<  £,  p;<  e  et  po-  <  r,. 

Je  vais  montrer  que,  si  dans  K,  (c,  p,t)  on  remplace  p  et  /  en  fonction 
de  .»•  et  7^,  ou  obtient  un  développement  l^(i>,x',y)  suivant  les  puissances 
de  t»,  ,1,  )■.  Faisons  d  abord  la  démonstration  en  supposant  A(.r,))  con- 
vergent. 

L'équation  (34)  a  visiblement  pour  intégrales  particulières,  d'après  la 
façon  dont  on  l'a  formée,  les  fonctions 

ce  '       et     c  — (Ai^"A';.  .  . A|;)''. 

Nous  avons  désigné  la  première  quantité  par  V,  posons 

1 

[\';A';  .  .  .A^"}"  =  r(/r,;r),  R  =  t'  — r. 

Nous  désignerons  par  V,,  R,,  /•,  ce  que  deviennent  ces  diverses  quan- 
tités, lorsque  .x' et  y  sont  remplacées  en  fonction  de  p  et  de  t.  F/intégrale 
générale  de  (34)  sera  une  fonction  arbitraire  de  V  et  de  R.  ii'intégiale 
générale  de  (87)  sera  donc  une  fonction  arbitraire  de  V,  et  de  R,.  En 
particulier  l'intégrale  se  réduisant,  pour  t  =  o,  k  v  sera  de  la  forme 

/(V.,R.). 
Sous  cette  forme,  on  voit  que,  si  l'on  remplace  p  et  r  en  fonction  de  a; 
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et  de  )',  on  a  un  (lévelo[)penient  ne  contenant  que  des  puissances  de  c, 
X,  )-.  Comme,  pour  obtenir  cette  forme,  nous  sommes  oblii^és  de  rap- 
procher dans  V,  et  R,  les  termes  qui  contiennent  p  à  la  même  [Miissance, 
termes  dont  chaque  groupe  nous  fournit  un  polynôme  homogène  en  x  et 
en  7,  nous  aurons  bien  />(t^,  r,  r    se  présentant  sous  la  forme  indiquée. 

Cette  conclusion,  valable  dans  le  cas  où  Ton  sait  que  le  développement 
h{x,y)  est  convergent,  s'étend  par  le  mode  de  raisonnement  déjà  employé 
au  cas  où  l'on  ne  sait  rien  sur  la  convergence. 

Nous  aurons  donc  l'énoncé  suivant  : 

Dans  le  cas  où  h[j-,j)  existe  Jonnelleinent  et  où  les  rapports  de  tous 
les  \  sont  positifs,  il  existe  une  intégrale  générale  de  la  forme 

A-(  f ,  .r,  y)  =  const. , 
en  posant 

t'^=A|;,  a;',  ...,  a;;. 

k  est  une  Jonction  nulle  pour  f  =  o  et  (pi on  peut  dés'cloppcr  suivant  les 
puissances  de  f ,  les  coefficients  étant  des  fonctions  de  x  et  de  y  <pd  sont 
des  séries  dont  les  termes  sont  des  polynômes  Jioinogènes  en  x  et  en  y. 

Je  ne  puis  affirmer  (pie  k  converge  pour  x,y  et  v  suffisamment  petits. 

D'après  la    démonstration,    il  faut   que   t  =  --   reste  compris   dans  le 

domaine  D  et  décrive  dans  ce  domaine  un  arc  de  longueur  finie  à  partir 
de  t  =  o. 

o7.  Nous  allons  montrer  à  l'aide  de  ce  résultat  que,  dans  le  cas  oii  les 
rappoi  ts  de  tous  les  exposants  a„,  A, ,  . . . ,  a„  sont  rationnels  et  positifs,  il 
existe  un  développement  suivant  les  puissances  de  c  et  de  j*  qui,  égalé  à 
une  constante,  donne  l'intégrale  générale  de  l'équation  différentielle. 

V  désigne  une  quelconque  des  v  quantités  satisfaisant  à  la  relation  (33). 
Donc,  en  désignant  par  v  une  de  ces  quantités  et  par  co  une  racine  primi- 
tive de  z' —  1=:  o,  en  remplaçant  v  par  coc,  orv,  ....  o)"'  v  et  faisant  la 
somme    des   diverses   expressions    obtenues,    on    auia    inie   intégiale   de 
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l'équation  (M)-  Consirlérons  dans  cette  somme  les  termes  provenant  du 
terme  v''h^,[x,  y)  de  h(v,  ,r,  y) ,  ///r,  y)  désij^nant  le  coefficient  de  v''  dans  k, 
la  somme  considérée  sera 

t'''/v(-*'>  J)  [  H-  ^'^"^  t'r"-^. . .+  oj'-'-""]  ; 

la  parenthèse  étant  égale  à  ~ sera  nulle  si  j>  n'est  pas  mi  miilti[)le  de  v 

et  égale  à  v  si  y;  est  un  multiple  de  v.  F.a  somme  considérée  sera  donc  une 
intégrale  de  la  forme  l^(i'',,r,  r). 

En  remplaçant  v'  par  son  expression  en  x  et  >%  on  aura  uni^  inté- 
grale H(.r,jy)  =  const.  H(.r,')^),  que  nous  pouvons  mettre  sous  la  forme 
d  une  série  dont  les  termes  sont  des  polynômes  homogènes  en  x  et  r,  est 
une  fonction  holoniorphe  |)Our  a' =  r  =  o. 

On  rendra  la  démonstration  de  ce  dernier  point  tout  à  fait  rigoin^euse 
en  employant  le  théorème  suivant  : 

SI  l'on  ((  une  série  Scp,^(,x-,j')^  clvnt  les  termes  sont  des  polynômes  Itomo- 
a,ènes  de  dci^ié  égal  à  l'ineliee,  si  les  termes  de  cette  série  restent  finis 
pour  X  et  y  prend nt  tontes  les  vcdenrs  réelles  inférieures  en  module  ii  £, 

1(1  série  définit  une  fonelion  liolomorpite  dex  et  ele  \  •  ponr  \x\  <  ",  '  |,)  '  ]  <!  ^  • 

Ce  théorème  s'étend  inniiédiatement  au  cas  où  x  et  )•,  au  lieu  de  rester 
réels,  gardent  des  argiunents  fixes  et  au  cas  d'une  série  de  même  nature  à 
\\\\  nombre  quelconque  de  variables. 

Nous  avons  donc  étendu  au  cas  actuel  le  théorème  obtenu  dans  le  cas 
d'un  centre  par  M.  Poincaré  et  généralisé  par  M.  Bendixson. 

Nous  ohlenons,  comme  dans  le  cas  (T un  centre,  une  iniégrcde  géné- 
rale 

H(x,  y)  =  const. , 

H(.r,  r)  éta/ti,  comme  dans  le  cas  cité,  an  développement  qu  on  peut 
ordonner  en  série  de  polynômes  en  x  et  en  y. 

On  conclut  sans  peine   de  là  cpte,  dans  le  cas  actuel,  il  n'y  a  j>as 


HECHEUCHKS     SUR     LES     POIXTS    SINGULIEKS     DES     EylATIOXS,     ETC.         lly 

d'autres  intégrales  que  les  intégrales  /lolo/norphef  pour  lesquelles  x  et  y 
tendent  simultanément  vers  zéro. 

1)8.  Montrons  que,  si  les  conditions  pour  qu'on  puisse  déteiminer 
h\x,y)  ne  sont  pas  satisfaites,  il  y  aura  une  infinité  de  caractéristiques 
pour  lesquelles  x  eX  y  tendront  simultanément  vers  zéro.  Ces  caractéris- 
tiques ne  seront  pas  des  caractéristiques  fournies  par  les  intéi" raies  holo- 
morphes.  La  démonstration  qui  va  suivre  serait  valable  quelles  que  soient 
les  quantités  }.,,,);,,  ...,);„;  mais  nous  n'en  aurons  besoin  que  dans  le  cas 
ou  les  rapports  de  toutes  ces  quantités  sont  positifs;  la  démonstration  est 
déjà  faite  dans  les  autres  cas. 

Nous  supposons  qu'en  cherchant  à  déterminer 

// {x, y)  =  I  +  //,  {x,  X)  +  Ik_  (,r,  j)  +  .  .  . , 

h,^  étant  un  polynôme  homogène  de  degré  </,  on  puisse  déterminer  //,, 
//.,,  .  .  . ,  A^,  mais  qu'on  soit  arrêté  par  une  impossibilité  dans  la  déter- 
mination de  //,_^, . 

L'équation  aux  dérivées  partielles  à  laquelle  on  est  conduit  pour  déter- 
miner les  termes  de  h  et  obtenue  paragraphe  oO  [équation  (2  i)J  se  déduit 
de  ré(piation  (36)  en  remplaçant  l^{v,  x,  >)  par  c'^'''''''^'.  Par  suite,  si  l'on 
finit  le  changement  de  variables  (3o),  qui  substitue  à  x  et  f  les  variables  p 
et  t;  h(x,y)  deviendra  A(p,  t),  k  satisfaisant  à  l'équation 

38)  -^^p-.;.;p,«;-^  +  vp^,:p,0. 

JNous  voyons  que  si  nous  cherchons  à  déterminer  k  mis  sous  la  forme 

(39)       A-(p,  t)=:i-hk,[t)p^/i-,{t)p'-h.  .  .4-A-,(0?'-H-  •  -, 

on  pourra,  pour  /inférieur  ou  égal  à  s,  prendre 

i  \     /  lit 
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"p«-i(0 


t{i  —  (7  1  /  )  (  I  —  "  J.I)-  •  •  (  I  —  dut) 

p„_,  étant  ini  polynôme  de  degré  //  —  i ,  nous  aurons 


(./jo)  k'Jt^ 


II'  '/i  I  I  -  "j  /  i .  .  .  I  I  —  '/„  1 1 


Le  nuniératevu'  étant  un  polynôme  en  /  de  degré  i  -\-  n  —  i . 
D'autre  part  l'équation  (S8)  nous  donnera 

X-;  (0  =  ^,(0, 

r/.^[t)  étant  connu  dès  que  A-,,  A\,  .  .  .  ,  Â',_,  sont  connus. 

En  comparant  les  deux  égalités  nous  avons  la  forme  des  a., (f  )  pour  if  s. 
(^.ette  forme  est  encore  la  même  pour  i  =i  s -^  i .  On  peut  le  voir  en 
remarquant  d'abord  (pie  r/^^^^d)  est  une  fonction  linéaire  des  coefficients 
des  termes  de  degré  s  -\-  i  par  rapport  à  p  de  py(p,  /)  et  /(p,  t),  qui 
eux-mêmes  dépendent  linéairement  des  coefficients  des  termes  de  degré 
Il  -\-  s  -^r  \  de  X(a,',  )')  et  Y(,r,  j^).  Or,  si  l'on  doinie  à  ces  coefficients  de  X 
et  de  Y  des  valeurs  convenables,  on  pourra  déterminer  un  polynôme 
//^_^,  (.»■,  j);  par  suite  a,^,(<j  sera  de  la  forme  (4o)-  Or  la  valeur  donnée 
à  ces  coefficients  ne  changera  pas  la  forme  de  7-^^,  [t). 

Nous  avons  donc  pour  Â,,  Â\,,  .  .  .  ,  A,  des  fonctions  uniformes  de  t  et 
de  u\  u  étant  lié  à  t  \)nv  la  relation 

//'=  (  1  '/,  tf'  (  I  fl,  tj'-.  .  .  (  I  (T„  tf-. 

Montrons  qu'il  n'en  est  plus  de  même  pour  k^_^_^. 
On  a 

k(t)  =  c  +  /''-~^- '^"+^'/^'^' c  ou  Z.-,^,  (0  =  r  +  I, 
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c  étant  une  constante  arbitraire.  Je  dis  que  I  et,  par  suite,  â,^,  U')  est  une 
fonction  périodique  de  ret  n'"\  Lorsque  t  décrit  certains  contours  partant 
de  l'origine  et  aboutissant  à  l'origine,  là*''  reprend  la  même  valeur  et  I 
ne  reprend  pas  la  valeur  /.éro.  Pour  le  démontrer,  je  vais  montrer  que, 
s'il  n'existe  pas  de  pareil  contour,  on  pourra  prendre 

k        t   =  ^^^^^^, 

P^H-,  {t)  étant  un  polynôme  de  degré  .y  -h  i  et,  par  suite,  déterminer  pour 

/i^_^,  (.f,  j)  lui  polynôme  se  déduisant  de  P^^, .  en  remplaçant  t  par—  et 
multipliant  par  >"*"^' . 

La  démonstration  de  ce  fait  résulte  immédiatement  des  propriétés  des 
fonctions  algébriques,  dans  le  cas  oii  les  rapports  de  tous  les  exposants 
).„/.,. .  .).„  sont  rationnels.  En  effet,  si  I  n'est  pas  une  fonction  périodique 
et  ne  présente  pas  de  point  logarithmique,  le  produit  //'*'  I  est  une  fonction 
uniforme  de  t  et  de  u^^\  qui  n'aura  d'autre  pôle  que  ^  =  ce,  qui  sera  un 
pôle  d'ordre  égal  à  ^  -h  i  ;  on  aura  donc 

a'^'  I  =  c„  ^-  c,  f  + . . .  +  c,^,  f*'  -+-  c' n'*'  ; 

en  prenant  <■  =  —  c  on  aura  bien  pourÂ:^^'  la  forme  indiquée. 

Le  raisonnement  est  en  défiut  si  I  présente  un  point  logarithmique; 
cette  circonstance  ne  peut  se  produire  que  si  le  produit  d'un  des  A,  de  )., 
par  exemple,  par  v  -f-  i  est  un  entier;  dans  ce  cas  a'^'  ne  change  pas  de 

valeur  lorsqu'on  décrit  un  lacet  entourant  le  point  —  >  tandis  que  I  augmente 

d'inie  période  logarithmique.  Ce  cas  ne  peut  tlonc  se  présenter  si  l'on 
suppose  I  non  périodique. 

Pour  faire  la  démonstration  dans  le  cas  général,  établissons  d'abord 
certaines  relations  nécessaires  pour  que  I  ne  soit  pas  une  fonction  pério- 
dique. Nous  désignerons  par  />j  un  lacet  [)artant  de  ^  =  o  et  entourant  le 


point  —  -  Lorsqu'on  décrit  ce  lacet,  u''^'  est  multiplié  par  c 
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lilé  que  nous  désignerons  par  — •    Wj  désignera   la  valeur  (|iie  prend  I, 

lorsqu'on  part  de  t  =  o,  avec  la  valeur  J  =  o  et  <ju'on  décrit,  dans  le  sens 
direct,  le  lacet  B^  ;  IV^  désignera  la  valeur  I  lorscjn'on  décrit  le  lacet  hj 
dans  le  sens  inverse  en  paitant  toujours  de  /  =  o.  Nous  obtenons  iiinné- 
diatenient  la  relation 

(40  lî^.+  ;xjr==o, 

en  décrivant  le  lacet  h-  successivement  dans  le  sens  direct  et  en  sens 
inverse.  Ceci  posé,  considérons  un  contoiu-  C  formé  du  lacet  /;„  et  d\i 
lacet  A,  décrits  successivement  dans  le  sens  direct  et  des  lacets  Z>„  et  ^, 
décrits  ensuite  successivement  en  sens  inverse.  Lorsqne  t  aura  décrit  C 
u  aura  repris  la  même  valeur;  donc  si  1  n'est  pas  une  fonction  pério- 
dique, on  aiua 

B„  +  ;x„  B,  4-  ij.,,  u.,  W  -h  u.,  B\  =  o 

on,  en  tenant  compte  de  (4), 

B„  (  I  —  y.,  )  —  B,  ',  1  —  ;x„  )  =  o . 

Si  I  n'est  pas  périodique,  on  inira  donc 

lî„  13,  B„ 


I  —  u.,.  1  —  a, 


=  d, 


c/ étant  une  certaine  constante.  Si  nous  considérons  le  produit  //"^'(I  —  f/i, 
ce  pioduit  est  égal  à  —  d  pour  t=-o,sï  l'on  part  de  t  =  o  avec  la  valeur//// 

pour  //  et  il  devient  —  |  d\  i  —  [jy]  —  //|  :=^  —  d,  api-ès  qu'on  a  décrit  dans 

l'-.i 

le  sens  direct  le  lacet  b,.  Ce  |)roduit  n'admet  doue  pas  t  =  — ,  comme 

■'  '  '  <i. 

point  critique;  /  pouvant  prendre  les  valeiu's   i,  2,  ...,«,  le  produit 
est  une   fonction   uniforme  de  t,  qui  n'a  d'autre  pôle  (|ue  /^=:x,  pôle 
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d'ordre  i'  +  i .  On  a 

/t'*\l  —  d)  =c„H-  c,t  -^cj-  -i-  ...-+-  (\,^,l"*'\ 

d'où,  en  prenant  c  =^  —  d,  il  résulte  que  A^_^,  a  bien  la  forme  indiquée. 
Nous  eoncluons  donc  qu  il  existe  au  moins  un  contour  fermé  C,  tel  (|ue  n 
reprenne  la  même  valeur  et  que  /-(^((ij  augmente  d'une  période  lorsque  t 
décrit  ce  contour. 

Nous  venons  de  voir  que,  si  Ion  clieiclie  à  obtenir  une  intégrale  géné- 
rale de  l'équation  différentielle  sous  la  forme  i''r'^'''"=  const. ,  y^- étant  pris 
sous  la  forme  (Sg),  on  peut  pi-endi-e  pour  A-,,  /r,,  .  .  .,  h,  des  fonctions 
uniformes  de/;  h^_^/j)  sera  une  fonction  périodicpie.  lien  résulte,  en  se 
reportant  à  l'expression  de  v,  que,  si  Ion  cherche  à  déterminer  l'intégrale 
générale  sons  la  forme 

on  trouvera  pour /",,/, ,  .  .  . .  /^  des  fonctions  uniformes  de  t  et  de  n  et 
pour  /^^i  une  fonction  périodique,  dont  l'expression  sera  de  la  forme 

(43)  l^^{t)  =  ek,^,Çt)-^l{t), 

c  étant  une  constante  et  Kj)  une  fonction  uniforme  de  t  et  de  n.  Faisons 
le  changement  de  variable 

(44)  -  =  ?  +  ff,[,t)  +  ?^/::/) +. . .+  p^-:/:(o. 

Nous  n'emj)loierons  ce  changement  que  pour  /  compris  dans  le 
domaine  D  et  p  sufflsanmient  petit.  L'équation  différentielle  en  3  et  ^ 
sera 

g=:.^«.,(0+.^a,(0+---, 

les  coefficients  c/.{t)  des  diverses  puissances  de  z  étant  des  fonctions  uni- 

D.  i6 
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formes  de  t  et  ii.  Si  l'on  cherche  pour  cette  équation  une  intégrale  géné- 
rale de  la  forme 

G(--,  r)  =z-\-z'g,  (t)  +  z'gJt)^.  .  .-^z'^'i;;^,  (t)^...  =  const. 

on  voit,  en  coin|)arant  l'inlégrale  (4-i)  t't  l*"*^'i'i"g6m^"t  de  variable  (44), 
qu'on  pourra  [)rendre 

et  que  g,+Jj)  sera  une  fonction  périodique  qui  aura  une  expression  ana- 
logue i\Jl^^{t)  donné  ])ar  (4  3). 

D'autre  part,  Cj[z,  t)  satisfait  à  l'écpiation 

On  aura 

é'-'.(0 -+-='-.  (0  =  0, 

donc  on  a  :  7.,  [t]  ^  o.  On  montrera  de  même  de  proche  en  proche  (pie 
l'on  a 

«.,(0  =  0,3(0=..  -  =  0X0  =  0. 

L'équation  se  réthiira  à 


dt 

et,  comme  on  a 


^  =  --cc,^,  («)  +  -- a,,,(0 


g•:,,(0^-«-.-^.(^)  =  o. 


a,_^,  (t)  sera  une  fonction  imiforme  de  /  et  de  //  dont  l'intégration  donnera 
naissance  à  une  fonction  périodique,  lorsqu'on  intègre  suivant  un  cer- 
tain contour  fermé  C  paitant  de  l'origine.  I^a  forme  de  ce  contour 
étant  fixée,  désignons  j)ar  /  sa  longueur,  désignons  par  a  la  longueur  d'un 
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arc  de  courbe  de  ce  contour,  comptée  à  partir  de  l'origine,  n  pouvant 
avoir  un  signe,  selon  le  sens  dans  lequel  est  décrit  le  contour.  Nous  pou- 
vons considérer  /  comme  inie  fonction  de  a  définie  par  la  forme  du 
contour.  Si  l'on  paicourt  une  infinité  de  fois  de  suite,  dans  le  même  sens, 
ce  contour,  o-  croîtra  indéfiniment  ;  nous  allons  montrer  cpie,  dans  ces  con- 
ditions, z  tend  vers  zéro  ;  il  en  résultera  que  p  et,  par  suite,  x  et  r  tendent 
vers  zéro,  d'après  les  expressions  (3i)  (p.  109). 

/    <^',+  ,{t)dt  devient  ime  fonction  de  t,  qui,  lorsque  1  augmente  de  /, 

se  reproduit  augmentée  de  la  périodeco.  Soientg'('7)  cette  fonction  et  g'^fy) 
sa  dérivée. 

L'équation  ditlerentielle  devient 

Posons 

ZTVT  =—  i'^  +  I  )[s-(^)  —  7^J  +  7^' 

r  étant  inie  nouvelle  variable.  On  tire  de  là 


Le  changement  de  variable  défini  par  cette  fornude,  ainsi  que  le  chan- 
gement inverse,  sont  valables  pour  |r|  ou  \z\  suffisamment  petits,  parce 

que  gi'y';  —  j'y  est  une  fonction  dont  le  module  reste  compris  entre  des 
limites  fixes,  lorsque  n  croît  indéfiniment.  En  faisant  ce  changement  de 
variable  l'équation  dillerentielle  devient 
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y(/',  c)  étant  aussi  j)etit  (jnc  l'on  veut  (|iiel  (|ik' soit  t,  pour  /  suflisan'iiit'iit 
])etit.  On  peut  applicjuei'  à  cette  efjuation  le  raisouiieincnt  tout  à  fait  ana- 
logue à  celui  du  paiagiaplie  25.  Au  reste,  en  posant 

et  séparant  la  ])artie  réelle  de  la  partie  imaginaire,  on  obtient 

r/R  =  Jl=  [  (  n-  7.  ;:  cosO  —  [i  sin 0  |  fh, 
f/()  ==  :iir  \'i  cosO  -h  (  1  -h  a)  sin6  J  r/cr, 

qui  ne  dillèrent  des  équations  du  [)aragraphe  25  que  parée  que  les  va- 
riables réelles  r  et  t  sont  remplacées  par  les  variables  réelles  R  et  <7. 
A  chaque  valeur  initiale  de  R  correspondra  une  caractéristique  pour 
laquelle  x  et  f  tendront  vers  zéro.    Ces  caractéristiques   ne   seront  pas 

algébroides,  parce  que  -  ^^  tne  tend  vers  aucune  limite.  Nous  avons  donc 
le  théorème  suivant  : 

Si  //(a',  r)  ne  peut  être  (Irterminc,  l' équation  (idmet  iiiie  infinité  de 
cardctéristiqiK'x  pour  lesquelles  x  et  y  tendent  siiiiultanénient  vers  zéro. 
Ces  euruetéristiques  ne  sont  pas  foui  nies  par  les  intégrcdes  algéhi'dides. 

.  ol).  En  rapprochant  les  résultats  qui  viennent  d'être  obteinis  de  ceux 
obtenus  au  paragraphe  47,  on  voit  que,  sauf  dans  le  cas  où  tous  les  ex- 
posants A  ont  leurs  rapports  positifs  et  oii  k\,r,  y)  peut  être  déterminé, 
l'écptatiou.  (l'i  aduut  toujours  une  infinité  de  earaetéristirptes  pour  les- 
(pie  II  (S  X  et  y  te /nient  vers  zéro. 

Le  eus  oit  les  rapports  des  A  sont  tous  positifs  et  oii  /i[x,f)  peut  être 
déterminé  se  subdivise  en  deux  cas  : 

l"  Les  raj) ports  des  \  sont  tous  rationnels.  Il  n 'y  a  pas  d 'autres  carac- 
téristi(pies  passant  par  l'o/is^ine  qt/e  celles  four/des  par  les  // H- i  i/ité- 
isralcs  normales. 
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1°  Les  rapports  des'/,  ne  sont  pas  tous  rationnels.  Je  ne  puis  affirmer 
s'il  y  a  on  non  d'antres  eara<iéristi(jnes  <pie  celles  Journics  par  les  inté- 
i^ raies  normales. 

Ces  conclusions  sont  clone  les  mêmes  que  lorsque  le  point  singulier  est 
lin  point  simple  d'intersection  des  courbes  X  =  o,  ^  =  o. 
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